ROCZNIK POLSKIEGO TOW. MATEMATYCZNEGO 


A 
A. f 
LO 


ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE 
DE MATHÉMATIQUE 


FONDEES EN 19,21 par STANISLAW ZAREMBA 


Rédacteur FRANCISZEK LEJA 


Membres de la Rédaction 
STANISLAW GOLAB TADEUSZ WAZEWSKI 


TOME XXIII 
ANNEE 1950 


Z ZASIŁKU MINISTERSTWA SZKÓŁ WYŻSZYCH I NAUKI 


KRAKÓW 1950 | 
INSTYTUT MATEMATYCZNY UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO 
UL. SW. JANA 22 


ON AN ANALOGY BETWEEN MEASURES 
AND HOMOMORPHISMS 


By 
ROMAN SIKORSKI (Warszawa 


Let T* be a theorem (from the general theory of measure) 
which expresses a property P* of an arbitrary measure defi- 
ned on a Boolean algebra (or: on a field of sets) A. Theorem 
T*, true for arbitrary measures, holds, in particular, for 
two-valued measures. It is clear that the notion of a 
two-valued measure coincides!) with the notion of a 
two-valued homomorphism of A in a Boolean algebra B. 
Thus the theorem T* expresses a property P of two-valued 
homomorphisms. The question arises whether other homo- 
morphisms of A in B possess also the property P. If we 
shall prove that the class of homomorphisms with the 
property P is wider than the class of two-valued homo- 
morphisms, we shall have a new theorem 1 on homo- 
morphisms between Boolean algebras. 

This paper contains several theorems on homomorphisms 
obtained by the mentioned method. I shall cite known 
theorems from the general theory of measure and I shall 
formulate and prove analogous theorems on homomorphisms. 


1) The definition of a measure and of a homomorphism is given in 
Terminology and notation. A measure u is two-valued if it assumes only 
two values: the numbers 0 and 1. A homomorphism h of A in B is 
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal element 
0€eB and the maximal element E eB (i.e. B+0=B=BE for every B eB; 
we suppose E =+ 0). If u is a two-valued measure on À, then the formulas 
(i) h(A)=0 if #(4)=0 
(ii) h(A)=E if mw(A)=1 
define a two-valued homomorphism of A in B. Conversely, if h is a 
two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued 
measure / on A. 
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The proof of these theorems on homomorphisms is, in gene- 
ral, simpler than the proof of the corresponding theorems 
on measures. 


I. Finitely additíve homomorphisms. 


Terminology and notation. In the first part of this paper 
A denotes always an arbitrary Boolean algebra. Elements 
of A are denoted by the letters À, B,... 


À + B, AB, and A’ denote Boolean operations analogous 
to the addition, multiplication, and complementation of sets 
in the general theory of sets. By definition A'—A for any 
AeA. 0 denotes the null element of 4, i.e. 0+ A=A for 
every AeA. 

A set A of elements of A is called a subalgebra of A 
if A+ Aie Ao and À°e Ao for any À, Aie Ap. Every subal- 
gebra is also a Boolean algebra. The least subalgebra of A 
containing a given class KC 4 will be denoted by K.. 

A mapping h of A in a Boolean algebra B is called 
a homomorphism of A in B if 


h(A + A,;)=h(A) + h(4;) and h(A°) = h(A)? 


for any A, A4ıc A. A one-one homomorphism of A on B 
is called an isomorphism. If it exists, A and B are isomorphic. 
A real function u defined on A is called a measure if?) 
(0°) —=1 and «(A + Ay)= u (A) + 4 (Ai) 
for any À, Aie A, AA, =Q. 
A mapping f of a set M in a set N is called an exten- 
sion of a mapping fo of a set MoC M in N if f(e)—fo(e) 
for every ee Mp. 


I. Extending of homomorphisms. The following example 
explains more exactly the method mentioned in the intro- 
duction. Consider the following known theorem on the 
extending of measures: 


2) 0° is the maximal element of À. 
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(*)3) Every measure u, defined on a subalgebra Ao of A 
can be extended fo a measure u on A. Moreover, one may 
assume that*) u(A)C uo( Apo). 

In particular, every two-valued measure on 4, can be 
extended to a two-valued measure on A. In other words, 
every two-valued homomorphism defined on Ag can be 
extended over A. The question arises whether every homo- 
morphism of Ao in a Boolean algebra B can be extended 
over A. The affirmative answer to this question (under the 
assumption that B is complete) is given by the following 

Theorem I.°) Every homomorphism of a subalgebra 4,( A 
in a complete Boolean algebra B can be extended to a ho- 
momorphism of A in B. 


2. Extending of a mapping to a homomorphism. Horn 
and Tarski) have formulated a necessary and sufficient 
condition so that a real function » defined on a subset K of 
a Boolean algebra 4 (0<»(A)<1 for Ae K) can be extended to 
a measure on A. An analogous problem may be considered 
for homomorphisms. The necessary and sufficient condition 
for homomorphisms is simpler than that for measures. Namely: 


Theorem II.) Let K be a class of elements of A and 
let f be a mapping of K in a Boolean algebra B. The mapping f 
can be extended to a homomorphism h of K, in B if and 
only if 
(ape eee O implies AA) ae cat An) TEEN 
for every two sequences A,¢ K and a,=0 or 1 (i=1,2,..., 7). 


The necessity is evident. 
Suppose that (i) is satisfied. Every element A € K, can 


be represented in the form: 


3) See e. g. Los andMarczewski [l]p.270; Horn and Tarski 
[1], p. 477 (Theorem 1.22). 

1) u (4) and 4,(4,5) denote the sets of values assumed by yu and fy 
respectively. #o (40) is the topological closure of # (Ao). 

8) Proved in my paper [2]. 

5) Horn and Tarski [I], p. 477. 

7) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms 
has been proved by Kuratowski and Posament [1], p. 282. 


1* 
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(ii) — 5 Il ih 
si, =) i, j 
where- A; , € K anda, — 0 orl. If 
m n; he, p qk 
DE AG t= ADR 5 
k=1 1=1 = Kl 


i=] j=1 PJ 


where B,, € K and £,, — 0 or 1, then 
Q 2 
(5 nl ar). (3 i LUS a 


i i! 


Fai j Pr, 1 
EC ae > Uk = 0 
k=] l; J L, r 
where {l} is an arbitrary sequence of integers such that 


l<i<q, pec aa By (i) 


ii 168, 1 LT 
fi, 3 LA n j (A, j) FC, 1x) : 0, 


hence 
m ny P Qk i : 
(z u AAA Ds (5 TT Ff (B,1) a = 0. 
Analogously 
m ni A P ak Ay i 
(5 M F(A DY- (2 H f(B,n *) = 0. 
i=l j=l k=1 1=1 
Consequently 


LEA a; tn Bx, ! 
SAP PCa ys) = 43 CE (BED 
ES | k=1 l=] 


Thus we infer that the element 
m ni A 
(iii) h(A)= Z I f(A) p 
i=j j= 
does not depend on the representation of the element Ae K 


in the form (ii). 
The formula (iii) defines a homomorphism h of K, in B 


which is an extension of the mapping f. 
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3. Collections of independent subalgebras. A collection 
tA of subalgebras of A is called a collection of indepen- 
dent subalgebras of A if 

A, : : A Æ 0 
for every sequence Å; € A, p #0 (1<i<n, +7, for ii). 

Marczewski8) has proved the PE theorem: 

(*) Let {At r be a collection of subalgebras of A and 
(for every teT) let u be a measure'defined on A,. In order 


that there exist a measure u on the least subalgebra AyC A 
containing all subalgebras A, (teT) and such that 


(i) x is a common extension of all measures u, (teT); 
(ii) for every sequence A,¢ À (1<i<n, %==1, for i Æ j) 


u (I A) = II u (4;); 


it is necessary and sufficient that for every sequence A, € À, 
(1<i<n: ace for ij): 


I A,=0 imply I p, (4)=0 
Consequently, if (At is a collection of independent 
subalgebras of A, the measure u satisfying (i) and (ii) exists 
always for arbitrary measures u on A.. 
The analogous theorem on homomorphisms can be for- 
mulated as follows: 


Theorem III. Let A.r be a collection of subalgebras 
of A, and (for every teT) let h, be a homomorphism of 
A, in a Boolean algebra B. In order that there exist a 
common extension h of all homomorphisms h, over the 
least subalgebra A, containing all subalgebras A, (xeT), it 
is TE and sufficient that for every sequence A ,€A, 


(1<i<n, ie for i Æ j): 
(iii) IT A=0 imply I h,(4)—0. 


3) Marczewski [2], p. 126—127 (Theorems II and III). 
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Consequently, if {A} _ is a collection of independent 


zT 
subalgebras of A, the common extension h exists always 
for arbitrary homomorphisms h, of A, in B. 

The necessity is obvious. The sufficiency follows from 
Theorem JI. In fact, if Ae 4, and AeA,, then by (iii) 


h, (A): pe AN h, (A): ha (A) 
since AA? = 0, Al e Aes and A%e A. Hence h, (A)=h, (A). 


Therefore there exists a mapping f of the class K ae A_in 


B such that 
f(4)=h (A) for AeA. 


Since (iii) implies the condition (i) of Theorem II, there 
exists a homomorphism h of K,— 4, in B which is an ex- 
tension of f, i. e. a common extension of all À. 

The second part of Theorem III follows directly from 
the first and the definition of a collection of independent 
subalgebras. 

The condition (ii) expresses the so-called stochastic in- 
dependence’) of the sequence {A;}. The analogous condi- 


tion for homomorphisms: h QI A,)= IT h (4) is always sa- 
tisfied. Therefore it is omitted in Theorem III. 


4. Classes of independent elements. A subset K of A 


is called a class of independent elements if I A" = 0 for 


a 
every two sequences À;€ K(A;# A, for i#j) and a, —0 or 1 
A<i<n). : 
It follows from theorem (*) in § 3 that‘) 
(*) Every non-negative function v(A) < 1 defined on 
a class K of independent elements of A can be extended to 
a measure on K,, 


9) See Marczewski [2], p. 126. 
10) See Fichtenholz-Kantorovitch [1], p. 72 and p. 78, 
Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 18. 
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The analogous theorem on homomorphisms is 


Theorem IV. Let K be a class of independent ele- 
ments of A. Every mapping f of K in a Boolean algebra 
B can be extended to a homomorphism of K, in B. 


Theorem IV follows immediately from Theorem II. 


II. Infinitely additive homomorphisms. 


Terminology, notation, and lemmas. in the second 
part of this paper A denotes always a o-complete Boolean 
algebra. The sum of an enumerable sequence 4,€¢ A is de- 


CO OO 
noted by 2 À, the product by I À. 
n = n=l 


Let Ao be a subalgebra of A. 

A homomorphism h of Ap in a o-complete Boolean al- 
gebra B is called a s-homomorphism if for every sequence +!) 
A, € Ao: 


z A,€Ao implies h (= A,)= = h(A,). 


The necessary and sufficient condition for a homomor- 
phism h to be a o-homomorphism is that for every sequence 
A, € Ao: 


I A,=0 imply I h(4)=0. 


n= 


A measure u on Ap is called a o-measure if the condi- 
tions: 


A, € Ao, Z A,€ Ao, AA for iF j, 


imply p (5 An) = Z ulAn). 


The necessary and sufficient condition for a measure u 
to be a o-measure is that 


11) If A, e À, the symbol 2 À, denotes always the Boolean sum of 
n 


A,, in the Boolean algebra A, Analogously for HI glen 


n 
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IT A,=0 imply limu(4,)= 0 


n=1 
for any decreasing sequence À, € Apo. 


A subalgebra Ao of A is called a o-subalgebra of A if 


CO 
A, € Ay for every sequence A,€ Ao. Every o-subalgebra 


is also a o-complete Boolean algebra. The least o-sub- 
algebra of A containing a given class KC A will be denoted 
by K.. 

Lemma!) A). Let f be a mapping of an infinite set 
K,C À in a o-complete Boolean algebra B. If for every 
enumerable set K(_ K, there exists a o-homomorphism hx 
of K, in B such that hx(A)=f(A) for every AeK, then 
there exists a o-homomorphism h of K „in B which is an 


extension of f. 
We shall prove first that: 
(i) If K’ and K are enumerable subsets of K, and K’ C K, 


then hx (A)=hx’ (A) for every AcK’. 

In fact, the set S of all elements AeK such that 
hr (A) = hg (A) is a o-subalgebra of A and K’C S. Con- 
sequently K; = S. 

(ii) If K’ and K” are enumerable subsets of K, and 
Ac K : K’, then hg (4) = hK- (A). 

Let K= K’ + K”. By (i) hk (A)=hg (A) = hx: (A). 

Since K „ is the sum of all subalgebras K, where K is 
an enumerable subset of K , it follows from (ii) that there 
exists a mapping h of K,, in B such that 

h(A)=hr(A) for AeK 
where K is any enumerable subset of K,. 
Obviously h is an extension of f. If A eK ,(n—1,2...) 


there exists an enumerable subset KC K, such that 4,„€ K, 
in—T, 2-7 9)! 


12) An analogous lemma holds for 6-measures. 
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Consequently 
h( £ A,)=hy (4 A,) = = hp (A,) = = A(A,) 
n=] n= n=1 n=] 


and 
h (A`) = hK (4) = hk E = (A). 
Thus h is a o-homomorphism of K, in B. Lemma 
A) is proved. 
Let X be a o-field!*) of subsets of a set & and let I be 
a o-ideal’*) of X. For every XeX the symbol [X]; deno- 


tes the class of all sets X’ eX such that (X¥ — X) + (X’— X)el. 
The collection X/I of all [X];, where X « X, is a o-complete 


Boolean algebra with the following definition of Boolean 
operations +’): 


Z[X,|=[Zz X], U [X1]= HX], [XP —=[(X"]. 
@ denotes always Cantor’s discontinuous set, i.e. the set 


of all numbers 
C9) D a 


n=13 
where a, —0 or 1. The symbol @, denotes the set of all 
ce@ such that a,=—1. 
C denotes always the field of all both open and closed 
subsets of € C, is the o-field of all Borel subsets of €. 
For every set ZC @ the symbol ZC denotes the field 
of all sets ZC where CeC. Analogously, ZC, is the 


18) I.e. a class X of sets À C@ such that: 1° if X EX (n= 1,2,...), 


CoO 
then X X EX; 2° if XEX, then X°=@—X ex. 


n=] 


14) I, e a class ICX such that: 1° if X el (n=1,2,...), then 


OO 
> X,€1; 2° if XEI and X, CX (X,€X), then X, €1. 
n=] 
ae) > [Xn] does not denote here the union of the classes [X,], but 
n 


the Boolean sum of elements [X,]€ XI. Similarly for the product and 
the complement. 
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o-field of all sets ZC where CeC,, i.e. ZC, is the o-field 
of all Borel subsets of the space Z. 

If Jis a a-ideal of C,, the symbol [C]; denotes the class 
of all elements [C];¢C,/J where Cec. [C]; is a subalgebra 
of C/J. 


Lemma B). For every sequence {A,{ of elements of A, there 
exists a o-homomorphism g of C in A such that g(@,)=A,, 

We may suppose!) that 4 = X/I where X is a o- field 
of subsets of a set ‘ and I is a o-ideal of X. Let X,¢X 
(n=1,2,...) be a set such that- A, = [X W. 

The characteristic function") x of the sequence {X,} maps 
% in @ so that x (@€)= X.. 


The formula 
g(C)=[x "(Ci for CeC, 
defines a o -homomorphism of C, in A such that 
g (0) = [x (Ch =X M= A, 


Lemma C). Let Jı and J: be two o- ideals of C,, If every 
closed set FeJ; belongs to’) J., the formula 


(iii) f(UICl,,)=(Cly, for Cec, 
defines a o-homomorphism of [C];, C C,/Ji_ in C,/Je. 

If there exists a o- homomorphism h of C,/J; in Cl: 
which is an extension of f, then'®) Ji C Js. 


16) Since everv o-complete Boolean algebra is isomorphic to a quotient 
algebra X/I where X is a o-field and I is a o-ideal. See Loomis [1], p. 757 
and Sikorski [l], p. 259. 


17) J. e. the function 
CoO a, 
x (2 ° D} an 
n=l 
where a, = ] if xe X, and a, =Oif xe X,°.SeeMarczewski[]], p. 211-212. 
18) This condition is also necessary for (iii) to define a o-homomorphism 
of [C1y, in CI}. 
19) This condition is also sufficient in order that there exist an exten- 
sion of f over C,/J,. 
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It is clear that (iii) defines a homomorphism f of [C];, 


in C/J2 If C, eC and IT [C,l, —0, then the closed set 
H C,eJ1 Consequently L C, eJ and 


j F (Cal ) = D [C,] J: — 0, 


i. e. f is a o-homomorphism. 
If h is an extension of f over C_/J;, then 
h(IC];)=[C];, for every CeC.. 
If CeJ1, then 
[Cly, =h([Cly) =h (0) =0, 
i. e. Ce Jo. Consequently Ji C Jo. 
Lemma D). Let 07 Z(C € and let J be an o-ideal of C, 


which contains every closed set F(_@, such that FZ —0. 
Then the formula 


(iv) g(ZC)=[C]; for any Cec 


defines a o-homomorphism g of ZC in C,/J. If there exists a set 
Coe C, such that ZC)=0 and Cy non e J, the homomorphism 
g cannot be extended to a o- homomorphism of (ZC). = ZC, 
in C./J. 


Let Jı be the o- ideal of all sets Ce C, ZC =0. The formula 
g ([C]y) = ZC for CeC, 
defines an isomorphism g of C,/J; on ZC, such that g ([C]; ) = 
— 40 

Since every closed set Fe J; belongs to J, the formula 
(iii) (where J:—J) defines a o-homomorphism of (C)j in 
C./J on account of C), and consequently g = fg is a o-homo- 
morphism of ZC in C_/J. 

Suppose that there exists a set Coe J: — J and that g can 
be extended to a s-homomorphism h of ZC, in C/J:. Then 
hg is an extension of f over C/J1. Hence, by Lemma C), 
J:C J, which is impossible. 
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5. Extending of a mapping to a o-homomorphism. The 
subject of this section is the following problem?"): 

f is a mapping of a set K(_ A in a o*complete Boolean 
algebra B. When is it possible to extend the mapping f to 
a o-homomorphism of K, in B? 


In the case where B is a o-field of sets, the answer is 
given by the following 


Theorem V. À mapping f of a set KC A in a o-field of 
sets B can be extended to a o-homomorphism h of K, in B 


if and only if for every sequence A,¢«K (n=1, 2,...) and 
for every sequence a, =Q or 1 (n=1,2...): 


(i) | u A,"=0 implies II FCA )T=0 


> 


The necessity is obvious. By Lemma A) we must prove 
the sufficiency of (i) only in the case where the set K = 
—(A,, 4...) is enumerable”!). By Lemma B) there exists a 
o-homomorphism g of C, in A such that g(@)— À. Let J 


be the o-ideal of all sets CeC such that g(C)=0. Then the 
formula 

g([(C]))=g(C) for CeC, 
defines an isomorphism of C/J on K, and g([@,ly) — À, 
(n=1,2,...). Therefore, in order to prove Theorem V it 
is sutficient to show the following lemma: 


Let J be a o-ideal of C,, let B be a o-field of subsets of 
a set À, and let X,¢B be a sequence of sets such that 


(ii) if i [e] = 0., then IT X "= 0. 


Then there exists a o-homomorphism h of C,/J in B such 
that h((@,\,))= X, (n=1,2,...). 
Let x be the characteristic function’’) of the sequence{ X,}. 


If (c)e J where c=2 3 si, then 


20) An analogous problem for o-measures is unsolved. 
1) If K is finite, the existence of h follows from Theorem II. 
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it (@,] rE =[(1,=0. 


n—! 


Hence, by (ii), 

RO e (C- ")— HX," =0. 
Consequently x ~'(C)=0 for every Ce J. 
Thus the formula 

h([CIn=x"!(C) for every C eC; 

defines a o-homomorphism h of C,/J in B and 
hd (EN) =x (€) =X,- 
Theorem V is proved. 


The assumption that B is a o-field of sets is essential 
and cannot be omitted even in the case where 4 is a. 
o-field of sets and K is a subalgebra of A. 


In fact, let Z be a Borel subset of @ which is not a G,”?), 
and let J be the least o-ideal of C, containing al closed 
sets F C @ such that FZ = 0. The homomorphism g (of 
ZC C ZC, in C./J) defined in Lemma D) satisfies the assump- 
tion (i) since g is a o-homomorphism. By Lemma D) g 
cannot be extended over (ZC), = ZC, since @—ZeC,—J 
and Z(@— Z) = 0. 


6. Extending of 0-homomorphisms defined on a subalgebra. 


It is known that *) 
_ () Every o-measure defined on a subalgebra Ao of A 
can be extended to a o-measure on Aoo. 


Theorem V implies directly the following analogous 
theorem on homomorphisms: 

Theorem VI. Every o-homomorphism of a subalgebra 
Ay of A in a o-field of sets B can be extended to a o-ho- 
momorphism of Ao. in B. 


The assumption that B is a o-field of sets is essential 
(see the remark at the end of § 5). 


**) A set is said to be a G; provided it is the product of an enum- 
erable sequence of open sets. A set is an F if it complement is a G}. 
23) See Kol mogoroff [l], p 15, and Nikodym [I1]. 
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The simplest case is where Ap is enumerable. Then 
Ago is isomorphic 4) to C,/J where J is a suitable o-ideal 
of C, and 4, is isomorphic to [C];. The following theorem 
explains, under what conditions every o-homomorphism of 
A in any o-complete Boolean algcbra B can be extended 
to a c-homomorphism of Ao, in B. 

Theorem VI’. Let J be a o-ideal of C. In order that 
every o-homomorphism of [C]; in any o-complete Boolean 
algebra B can be extended to a o-homomorphism of 
([CIr), =C/J in B, it is necessary and sufficient that the 
ideal J posses the following property: 

(i) every set CeJ is contained in a set F.**) which belongs 
to J. 

Necessity. Let Jı=J and let Js be the o-ideal of all 
Borel sets which are contained in a set F, belonging to J. 
If the o-homomorphism g defined in Lemma C) can be ex- 
tended over C/J, then JC Js. Thus J possesses the pro- 
perty (i). 

Sufficiency. Let f be a ohomomorphism of [C]; in 
a o-complete Boolean algebra B. By Lemma B) there exists 
a o-homomorphism g of C, in B such that 


ea) = 12,0) 
Consequently: 
(ii) g(C)=f({Cly) for every CeC 


For every closed set FC @ there exists a sequence C, e€ c 


such that F = i C, lf FeJ, then i [C,] ;=0 and 


g g(F)= H g (C) = 0 f (Cl) = 


since f is a o-homomorphism. 
If J possesses the property (i), the equality (iii) implies 
g(C)=0 for every CeJ. 


21) The definition of this isomorphism is analcgous to the definition 
given in the first part of the proof of Theorem V. It is sufficient to pose 
= A, =(A,, Ag, ee 3: 
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Therefore the formula 
h([C]) = g(C) for CeC, 
defines a o-homomorphism h of C/J in B. By (ii), h is an 
extension of f. 

Corollary. Every o-homomorphism of an enumerable 
Boolean algebra A in a o-complete Boolean algebra B can 
be extended over the minimal extension?) A of Ao. 

In fact, 4o is isomorphic to the field?) ZC where Z is 
a closed subset of @. Let I be the o-ideal of all Borel sets 
CC Z of first category in the space Z. Then ZC is iso- 
morphic to [ZC]; C ZC,/1. 

Therefore we may suppose 40 = [ZC]. The minimal ex- 
tension of Ao is the Boolean algebra?) A = ZC /I. 

Let J be the o-ideal of ‘all sets CeC, which can be re- 
presented in the form C=C’ + C” where C'el and C”e C, 
ZC”’=0. The formula 

g([C],)J=[CZ]; for CeC, 
defines an isomorphism g of C./J on ZC/I and 
g ([Clr) = Ao. 

Since the ideal J possesses the property (i), the o-homomor- 

phism fg of [C]; in B can be extended to a o-homomorphism h 


of C/J in B by Theorem VI. The o-homomorphism hg-! 
is an extension of f over A= ZC_/I, q.e.d. 

7. Collections of o-independent subalgebras. A collection 
{4} _. of o-subalgebras of 4 is called a collection of o-indepen- 


TE 


oe) 


dent o-subalgebras if I1A,~0 for every finite or enumerable 
sequence 07 A,¢ A, , tt, for i Fj. 


Banach has proved’) 
(*) Let {A}, be a collection of o-independent o-sub- 


242) This condition is essential. 

2) See Mac Neille [1], p 437. 

28) See Mostowski [1], p. 45. 

#7) See Sikorski [l], p. 257. 

#8) See Banach [1], p. 160; and Marczewski [2], p.126 (Theo- 
rem II,,,). 
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algebras of A and (for every teT) let u, be a o-measure on A.. 
If A is a o-field of sets, then there exists a o-measure u on 
the least o-subalgebra AoC A containig all subalgebras 4A, 
(ceT), such that 


(i) u is a common extension of all measures U; 
(ii) u (41°... À )=u(di) * ...* u (A) for every sequence 
À;€A,., t,t, for Er 4s 7 Un: 

The analogous theorem for o-homomorphisms can be ex- 
pressed in the stronger form”): 

Theorem VII. Let {A,} „be a collection of o-subalgebras 


of A, and (for every teT) let h, be a o-homomorphism of A, 
in a o-field of sets B. In order that there exist a o-homomor- 
phism h which is a common extension of all h, over the least 


o-subalgebra Ay contanining all algebras A 
and sufficient that 


(iii) MASO imply Mh, (A) = 0 


il is necessary 


r? 


for any finite or enumerable sequence À, € A. (Ær, for ij). 


In particular if he is a collection of o-independent 


o-subalgebras of A, the common extension h exists always 
for arbitrary homomorphisms h.. 


The necessity is obvious. The sufficiency of (iii) follows 
immediately from Theorem V (see the proof of Theorem III). 

The assumption that B is a o-field of sets is essential and 
cannot be omitted even in the case where T=2 and {4 
are o-independent o-fields of sets. 

In fact, it is known that) @— © x ©” where @ and €” 
are two sets homeomorphic to @ C, and €” will denote 
the o-field of Borel subsets of @ and @” respectively. 


29) Analogously to Theorem II. The condition 
n n 
A(T À) = JIh(A;) 
i=] i=] 
analogous to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII. 
30) X XY denotes here the cartesian product of the sets X and Y. 
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Let Z’ be an analytic subset of C’ which is not a Borel set. 
Z’ is the projection (on the €’ -axis) of a set CoC €, which 
is a G,. 

Let Z=(@’ — Z’) x €” and let J be the o-ideal of all Borel 
subsets of all sets C’X@” where C'eC and C’C Z’. Obviously 
(iv) Co noneJ and ZC)=—0. 

Let A=ZC,, A’ =the o-field of all sets Z(C’ x €”) where 
C’eC., A”=the o-field of all sets Z (CX C”) where C’eC”,. 
Obviously A’ and A” are o-independent o-subalgebras of A. 

The formulas 
(v) k (Z (C x @’)) =[C’ xe]; for C'e C 
(vi) h” (Z (€ x C”))= [E XC], for C” eC”. 
define two o-homomorphisms h’ and h” of A’ in C/J and 
of A” in C/J respectively *’). 

Suppose there exists a o-homomorphism h of Ay = 
= (ÆA +A”), =ZC,=A in C,/J which is a common extension 
of kK and À”. Then 

R(ZC)—[C]r for every CeC€ 
Let g denote the o-homomorphism h restricted to ZC. 


We have 
g(ZC)=[C], for Cec 
h is an extension of g over (ZC), = ZC,= A, which is 
impossible on account of (iv) and Lemma D). 


Thus we infer that k’ and h” possess no common 
extension. 


8. Classes of o-independent elements. A class KC A 
is called a class of o-independent elements of A if II A0 
for every finite or enumerable sequence 4, €¢ K (A, ŻA, for 
ij) and for every sequence a, = 0 or 1. 

It follows from theorem (*) of § 7 that 3?) 


31) This is obvious for h”. The analogous remark for k’ follows from 
the fact that (for C’,, C'a £ C’) 


Z (Ci X@)=Z (C2 X ©”) implies [C X CJJ —[C’ x OJ. 
2) See Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 25. 
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(*) Every non-negative function v(A)<1 defined on a 
class K of o-independent sets can be extended to a o-mea- 
sure on K.. 

The analogous theorem on o-homomorphisms is 

Theorem V111. Every mapping f of a class K of o-in- 
dependent elements of A in a o-complete Boolean algebra B 
can be extended to a o-homomorphism h of K, in B. 

In contrast to theorems V—VII, B may be here an ar- 
bitrary o-complete Boolean algebra. 

By Lemma A) it is sufficient to prove Theorem VIII in 
the case where K= (4i, Ao,....) is an enumerable set?) 
(4, À, for i£ j). 

By Lemma B) there exists a o-homomorphism g of C, 
in A such that g(@)—= A4, (n=1,2...). 


OO 


Let-c = 25 z be any element of@. Then (c) = IG," and 


n=l 
OEE EA IT A, #0. 


Thus g is an isomorphism of C, on K.. 

By Lemma B) there exists a o-homomorphism h of C, in 
B such that h(@,)=f(A,). Consequently h=hg is a 
o-homomorphism of K, in B which is an extension of f. 


9. An existence theorem. The o-field of all subsets of 
a set Y will be denoted by S(?). 

Consider the following question: | 

(*) When does there exist a o-measure defined on S() 
and vanishing for every one-point set? 


Ulam has proved“) that such a measure does not exist 
if the cardinal ? is less than the first °°) aleph inaccessible °°) 


33) If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV. 

3) See Ulam [l], p. 146 and 150. 

35) Greater than K,. 

3) The definition of inaccessible alephs is given in paper Tarski [1], 
p. 69 and 72. 


MEASURES AND HOMOMORPHISMS 19 


in the large sense; if Y is less than the first) aleph in- 
accessible in the strict sense, there exists no two-valued 
5-measure on S(’) vanishing for every one-point set. 

The analogous problem for 5-homomorpisms is: 

When does there exist a 5-homomorphism h of $(0’) in 
a 5-field of sets X, vanishing for every one-point set (i. e. 
h((y))=0 for any ye’)? 

This question is equivalent to the question (*) formu- 
lated for two-valued 5-measures. More generally: 

Theorem IX.%7) Let Y be a 5-field (of susets of a set 
Y +0) containing all one-point sets (y) Y. The two 
following conditions are equivalent: 

(i) there exists a two-valued 5-measure u on Y vanis- 
hing for every one-point set (y)C 7: 

(ii) there exists a o-homomorphism h of Y in a (or: 
every) o-field X (of subsets of a set XÆ0) vanishing for 
every one-point set (y)C Y. 

In fact, if a two-valued oc-measure u on Y vanishes for 
every one-point set, then the formulas 


h(Y)=0 if w(Y)=0 
A(Y)=X if w(Y)=1 


define a o-homomorphism h of Y in X vanishing for every 
One-point set. 

On the other hand, if there exists no two-valued o-mea- 
sure on Y vanishing for every one-point set, then for any 
o-homomorphism h of Y in X there exists a mapping p of 
X in > such that?!) 

h(Y)=yp !(Y) for every Yey. 
Since X 0, there exists a point y,ep(X). Obviously 


hly) =p (y) 70, q. e. d. 


3) An analogous theorem holds for finitely additive measures and 


homomorphisms. 
38) See Sikorski [3], p. 12. 
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SUR LA RELATION ENTRE LA LARGEUR D'UN 
CONTOUR PLAN ET LA DEVIATION DE SES 
ARCS PARTIELS 


Par 
S. LOJASIEWICZ (Kraków) 


Introduction 


Une démonstration simple et naturelle du théorème bien 
connu sur l'existence d’un point singulier à l’intérieur de toute 
caractéristique fermée d'un système de deux équations dif- 
férentielles, ordinaires, pourrait être basée sur la remarque 
suivante: si l’aire d'un contour plan, possédant la tangente, 
tend vers zéro, alors il existe sur le contour deux points dont 
la distance tend vers zéro et tels que les tangentes en ces 
points forment un angle assez grand, p. ex. supérieur + 

Partant de cette remarque M. T. Wazewski a posé le 
problème suivant: étant donné un contour plan dont l'aire 
est petite, existe-t-il sur ce contour des arcs partiels, courts 
avec des „virages brusques“ ?!) 

Or, dans la note présente, je donne une réponse affirma- 
tive à ce problème en démontrant un théorème plus général, 
à savoir, que les „virages brusques” existent sur les contours 
dont la largeur est petite. J'entends par la largeur d’un con- 
tour le diamètre du cercle, le plus grand possible, inscrit 
dans le contour. Je définis ensuite la notion de „virage brus- 
que’ sur un arc ne possédant pas de tangente, en introduisant 
la notion de déviation?) d’un arc. La note présente a pour l’ob- 


1) „Virage brusque“ veut dire que l'oscillation de la tangente le long 
de l'arc est grande. 

2) Une notion analogue, sous le nom de „deflessione totale“ a été 
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Proprieta in grande 
delle linee piane convesse, Jornal de Matematica pura e aplicada. Vol. 1 
— Fasc. 1 — 1936. 
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jet l'examen du rapport entre la largeur d’un contour plan 
et la déviation de ses arcs partiels 


§ 1. 
Dans la suite nous ne parlerons que des courbes planes. 


_l-ière définition de la déviation d‘un arc. Considérons, 
un arc simple L dont l'équation soit X = X (t), où a<t<b, 


et X est le point variable sur le plan. Tout vecteur X (ti), X (ts) 
où 4< {1 < ts <b, sera appelé corde dirigée de larc L. 

L'ensemble de toutes les cordes dirigées de l’arc L (supposées 
avoir le même point fixe comme origine) forme un angle que 
nous appelerons angle de déviation de l'arc L. Sa mesure sera 
dite déviation de l’arc L et nous la désignerons par Dev L. 


2-ième définition de la déviation (contingentielle d‘un arc). 
Nous entendrons par la deviation contingentielle de larc 
simple L ja mesure de l'angle, le plus petit possible, conte- 
nant les contingents postérieurs (au sens de M. Bouligand) 
de tous les points de larc L à l'exception de son extrémité. 
Cet angle sera dit angle de déviation (contingentielle)’). 


Si larc L possède la tangente et si sa déviation contin- 
gentielle est inférieure à 2x, alors elle est égale à l’oscillation 
de l'argument de la tangente le long de larc. 


Les deux définitions sont équivalentes. Nous le démontre- 
rons dans le § 3 sous l'hypothèse que la déviation contin- 
gentielle soit inférieure 4 x (cf. lemme VI). Dans la suite je 
vais me servir de la première définition. 

Lorsque la déviation de l'arc L est inférieure à 2x, on 
peut considérer la bissectrice de l’angle de déviation défi- 
nie comme l’axe divisant l’angle de déviation en deux parties 
égales et dirigé vers son intérieur. 

Théorème I. Chaque contour rectifiable de Jordan dont 
la longueur est supérieure à d et dont tout arc partiel de 


3) Cette définition est due à M. T. Wazewski. 

3) Le cas “> est banal. En effet, dans ce cas, pour tout € > 0 
l’ellipse aux axes t et d satisfait aux hypotheses du théorème I et ne contient 
aucun cercle de diamètre supérieur à €. 
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longueur d possède la déviation ne dépassant pas a, où 0<a<n*) 
contient à son intérieur un cercle ouvert de diamètre: 


d cos? 3 
(1) oe ee 
1 + cos 


Dans la démonstration de ce théorème nous nous appuy- 
erons sur quelques lemmes. 


Soit donné un contour de Jordan J. Désignons par 


Int J et Int J 


respectivement l'intérieur du contour J et sa fermeture. Une 
couple de points A et E sur le contour J le divise en deux 


a a 


1 2 
arcs AB et AB dont l'un peut se réduire à un point, lorsque 


mm. ii 


] 2 
A= B. Si CeAB et De AB, alors nous dirons que la couple 
A, B sépare (au sens large) la couple C, D. Dans ce cas 
aussi la couple C, D sépare la couple A, B. 


Un arc simple est appelé coupure) de Int J, lorsqu'il est 
contenu dans Int J a l'exception de ses extrémités qui sont 
situées sur J. Une coupure p divise Int J en deux domaines 
disjoints G; et Gə de façon que Int J = G, + p° + G8), 
tandis que ses extrémités divisent J en deux arcs L, et Lo 
de façon que G; est l’intérieur de Lı + p et Ge est l’intérieur 
de Lə+ p’). Il en résulte immédiatement que si la couple 
d'extrémités de la coupure p sépare celle de la coupure q, alors 
p et q possèdent un point commun. 

Nous avons le suivant 


Lemme I. Si p et q sont deux arcs simples contenus 
dans Int J, dont les extrémités sont situées sur J et si la 
couple d’extrémités de larc p sépare celle de l'arc q, alors p 
et q possèdent un point commun. 


5) Carathéodory, Math. Annalen 73, 323-370. 
*) Lorsque p est un arc, alors p? désigne cet arc sans extrémités. 
") Kerékjärté : Topologie, page 67, 1927. 
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Démonstration. Désignons les extrémités de larc p par 
A et B et celles de larc q par C et D. 


Romi 


' La couple A, B divise le contour J en deux arcs L; et 
L, de façon que CeL, et DeL,. Désignons par C le der- 


nier point sur q (si l’on parcourt larc q à partir de C à D) 
qui fait partie de larc Lı (cf. fig. 1). Supposons que C+A 
et CB, notre lemme étant évident dans le cas contraire. 
Alors le point C n'appartient pas a Lo, AT RIRE par D 
le premier point sur q (si l’on parcourt q à partir de CàD) 
qui fait partie de L. On a alors C+D et larc q=CD 


est une coupure de Int J. Les points C et D divisent J 
en deux arcs Ls et Ly de façon que AeL, et Belg (car 


CeL, et DeL.). D'une façon analogue nous déterminons 
sur l'arc p les points A e L; et Be Ly, tels que l'arc AW bs 
est une coupure de /nt J. La couple de points C, D sé- 
pare celle de points A, B, donc p+ q=0 et par conséquent 
p:q= 0, ce qui termine la démonstration. 

Définition de la distance géodésique et des sommets 
d’un contour. Si J est un contour rectifiable de Jordan, 
alors deux points quelconques P, et Ps appartenant à Int J 
peuvent être reliés par un arc simple, rectifiable contenu 
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dans Int J. La borne inférieure des longueurs de tels arcs sera 
dite distance géodésique des points P, et P.. Nous la dé- 
signerons par @(P1,P2). 

La distance géodésique @(P:,P2) est inférieure ou égale 
à la longueur de toute courbe rectifiable, contenue dans 
Int J et reliant les points P, et P2. Elle remplit l'inégalité 
de triangle 


(2) Q (P1,P3) < 0 (P1,P2) + @ (P2,P3) 
ainsi que la relation 
(3) Oe aoe PR 


Dans cette dernière relation l'égalité ne subsiste que si le 
segment P, Pə est contenu dans [nt J. La distance géodé- 
sique o (P4, P2) est une fonction continue d’une couple de 
points et atteint, par conséquent, son maximum sur le con- 
tour J pour une couple de points A, B. Une telle couple 
de points sera dite couple de sommets du contour J. 
Lemme II. Si A, B, C, D sont quatre points sur le 
contour rectifiable de Jordan J, et si la couple A, B sé- 
pare la couple C, D, alors on a l'inégalité 
(4) o (A,C) +e (B,D) < e(A, B)+e(C,D). 
Démonstration. Soit £ un nombre positif quelconque et 
relions les points À et B par un arc simple rectifiable p 
contenu dans Int J et les points C et D par un arc ana- 
logue q de façon qu'on ait les inégalités: 
(5) Ipi<e(4,B)+e et |q|<e(C,D) +e 8). 


A 


ETS 02; 


3) Nous désignons par |p| la longueur de l'arc p. 
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En vertu du lemme I les arcs p et q possèdent un point 
commun Eelnt J (cf. fig. 2); le point E divise larc p en 
deux arcs AE et EB et l'arc q en deux arcs CE te ED 
(certains de ces arcs peuvent se réduire à un point). En 
considérant le courbe AEC = AE+ EC et BED = BE ¥ ED 
nous avons: 


(6) |pitlq|=|AE|+|EB!+!CE|+|ED|=| AEC|+|BED\, 


mais puisque e(A, C)< -| AEC | et o(B, D)< BED |. il en ré- 
sulte, d’après (5) que: 


(7) e(4,C)+e(B,D)<e(A, B)+e(C,D) + 2e, 
d'où en faisant tendre € vers zéro, nous obtenons l'iné- 
galité (4). 


Lemme III. Si M est un sommet du contour rectifiable 
de Jordan J et L est un arc partiel de J, aux extrémités A 
et B, ne contenant pas le sommet M, et si le point P appar- 
tient a L, alors: 


(8) o (P,M) > 5min [o (M,A), o (M, B)} . 


Démonstration. Soit N le point qui forme avec M une 
couple de sommets du contour J. Désignons par Lı celui 
des arcs partiels du contour J aux extrémités M et N qui 
contient le point P. 


Ly 


FN 


M 
Fig. 3. 


in ii 


1 2 
Les points M et P divisent J en deux arcs MP et MP 


1 
dont un — MP est une partie de larc Li, tandis que 
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EP  * 


2 
l’autre — MP contient le point N (cf. fig 3). Puisque l'arc 
L contient le point P et ne contient pas le point M, une 


1 
de ses extrémités, A ou bien B, fait partie de larc MP. Si 


Ae MP, alors la couple M,P divise la couple A,N, car 


2 
NeMP. Nous avons donc, d'après le lemme II, linégalité: 


(9) o(M, P)+e(A, N)>e(M, A)+0(P,N), 
d’où il résulte: 
(10) o(M,P)+e(M,N)>e(M, A)+e(P, N) 


puisque e(M,N)>e(A,N). En ajoutant à l'inégalité (10) 
celle de triangle: 

(11) e(M, P)>e(M, N)—e(P,N) 

nous obtenons 20(M,P)>e(M, A), ou ce qui revient au 
méme: | 


(12) e (M, P) > 50(M, A), 


Dans le cas, où Be MP. nous obtenons d'une façon ana- 
logue l'inégalité: 


(13) e(M, P)>50(M, B). 


Nous avons donc (12) ou bien (13), d’ot il résulte (8). 

Lemme IV. Soit L un arc simple rectifiable de longueur 
d, dont la déviation a satisfait à l'inégalité 0<a<a. Soient 
A et B les extrémités de l’arc L et désignons par M son 
centre’). Choisissons un système orthogonal des coordonnées 
de façon que le point M en soit l’origine et la bissectrice de 
l'angle de déviation de larc L soit laxe x. Dans ces hypo- 
theses: 


1° l'équation de larc L prend la forme: 
y=f(x) où a<x<b; 


20 |f(x)|< [x| 8. lorsque a<x<b; 


°) Par le centre d'un arc rectifiable nous entendrons le point de cet 
arc qui le divise en deux arcs de la même longueur. 
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3 |M—A|> à cos 5 et |M—B|> S cos $ (cf. fig. 4). 


7 


y 


Fig. 4. 


Démonstration. Comme l’axe x est la bissectrice de l'angle 
de déviation de ľarc L, toute corde dirigée de larc L forme 
avec laxe x un angle ô tel que: 


| NE 
(14) ð< <> 


Il en résulte qu’il n'existe. aucune corde dirigée de l'arc L 
orthogonale à l’axe x, et par conséquent l’équation de larc 
L peut être mise sous la forme 1°. Nous pouvons supposer 
que A = (a,f(a)) et B= (b,f(b)). La propriété 1° est donc 
démontrée. 


_+ 
Considérons maintenant le vecteur MX, où X —(x,f(x)), 
a<x<b. D’après l'inégalité (14), nous avons: 


(15) Oe |< |t#8| < 


d’où il résulte la propriété 2°. 


a 


lg . 


L’arc MB est une partie de larc L, de longueur S. Soit 


€ un nombre positif quelconque. Désignons par 0 = xo < x; 
<....<x,=b les abcisses des sommets d'une ligne polygo- 


nale inscrite dans larc MB, telle que la différence entre sa 


daan e ; 
largeur et 5 soit inférieure àe. Nous avons donc: 
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(16) f—e< D: ACER + (FG)—F OF 
i/1 


ou ce qui revient au même: 


d f(x) — F (xi) 
(17) Ja < Se se Ao ee Le Spas De | 


En considérant les cordes dirigées X;_,X,, où X,;—= (x, f (x), 


i=1,...,n, nous avons d’après (14): 
f (x;) Gries) a 
eee | < =e 
(18) he tgd|<tg5, 


et par conséquent: 
1 k b 
(19) e ea Se 


cosx i/1 COS 
2 2 


En faisant tendre € vers zéro nous en obtenons, à la limite, 
a ` ° + ° + ° # ° 
b 7 5 COS 5, d'où il résulte la seconde inégalité 3°, puisque 


B= (b,f (b)) et M = (0,0). On démontre d'une façon analogue 
la première inégalité 3°, ce qui termine la démonstration du 
lemme IV. 


A présent nous allons démontrer un théorème dont le 
théorème I sera une conséquence immédiate. 


Nous entendrons par le secteur de rayon r, dangle a et 
de sommet M l'ensemble qui est le produit du cercle ouvert 
de centre M et de rayon r, et de langle ouvert (sans côtés) 
de sommet M et de mesure a. 


Théorème Ia. Si J est un contour rectifiable de Jordan 
et M est un de ses sommets, et si L est arc partiel de centre 
M et de longueur d dont la déviation a remplit l'inégalité 
0<a< x, alors le contour J contient à son intérieur un secteur 
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de sommet M, de langle x— a et de rayon A cos (cf. fig. 5). 


M 


2 


RRIS: 


Demonstration. Choisissons un système orthogonal de coor- 
données de façon que larc L satisfasse aux hypothèses du 
lemme IV. Dé ignons par A et B les extrémités de l'arc L. 
L’autre arc partiel du contour J aux extrémités A et B soit 
désigné par L;. En vertu des inégalités: o (M, A) >| M— A 
et o(M, B)>|M— B|, et d'aprés le lemme IV, 3°, il résulte 
du lemme III que: 


(20) o(P, M) > } COS pour tout Pe Li. 
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Le point M n’appartenant pas à J, il existe un nombre k > 0, 
k<min(|al,|b)), tel que le rectangle: 


|x|<k 
© |lyisk CES 


de centre M soit disjoint avec larc Li. L’arc Le à l'équation: 
y=f(x), où |x|<k 

est situé, d’aprés le lemme IV, 2°, dans le rectangle JJ a 

l'exception de ses extrémités et le divise en deux domaines 

disjoints (cf. fig. 6.): 


|x|< k POPES 
ON FG) <y<k te 5 Gt A —ktg5 < y< f(x) 


de façon que H = G, + L? + Ge. Puisque le point M est un 
point frontière de IntJ, le rectangle IT contient un point 
QeInt J. Nous pouvons supposer, sans restreindre la géné- 
ralité, que Q fait partie de G;. Le domaine G, étant disjoint 
avec le contour J, est contenu à l’intérieur ou bien à l’ex- 
térieur de J. 

Mais puisque QeG;, et Qelnt J, on a: 

(21) G, C int J. 

Désignons par S (o) l’ensemble de points (x,y) satisfaisant 
aux conditions: 


(22) x° + y®<o? et y>|x|te 5. 


C’est un secteur de rayon 0, d'angle x — a et de sommet M. 
Nous avons (cf. fig. 6): 


(23) SK tg 5)C Gi 
En effet, lorsque (x,y) satisfait aux conditions (22) avec 


o= k tg “ , alors y<k tg z: et par conséquent|x|< k. D’aprés 


le lemme [V,2°, nous avons donc l'inégalité f(x) <| xi tg s <y. 


Il s’ensuit que (x,y) e G,;. Des relations (23) et (21) il ré- 
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sulte que S(k tg =) C Int J. Désignons par r la borne su- 


périeure des nombres 0, tels que Sío) C Int J. On a alors: 
(24) SRE Tate] 


Mg 


(comme S(r) = S pa ay Puisque S [r + z n'est pas 


= 
"w 
p 


contenu dans Int J, il existe un point P, = (x,, y.) tel que 
\ 


P eJ et P eS | AFF z) En vertu de la seconde inégalité (22) 
\ 


et du lemme IV, 2°, le secteur S | n+ = n'a pas de points 
\ 


communs avec larc L, donc (cf. fig. 7): 
(25) P, € Li. 


Fig. 7. 


Mais puisque, d’après (24), P, ne fait pas partie de S (r), nous 
avons: 


= 


(26) r<| P, — M|<r +>. 


D’après (25), la suite P, possède un point d'accumulation 
Po = (xo, Yo) appartenant à Lı. En vertu de (20) nous avon 
l'inégalité: 

d a 
(27) o (Po, M) > 4 COS 5: 


En faisant tendre n vers œ on obtient de l'inégalité (26), à la 
i mite, la relation: 
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De même puisque, d’aprés (22), y, >| x,| tg L on obtient 
à la limite, l'inégalité: 
(29) yo>l xolta 5 | 


Des relations (28) et (29) il résulte, d’après (22), que le point 


vexe et le point M en fait partie, le segment Ps M est con- 
tenu dans S(r). D'après (24), S(r) C IntJ, donc Po MC Int J 
et par conséquent o (Po M)—|P5—M| Il s'ensuit, d'après 


(27) et (28), que >< cos = . En vertu de (24), il en résulte 


i 


d : 
que le secteur S S COS 2) est contenu dans Int J, ce qui 


termine la démonstration. 
Un secteur de langle <a et de rayon r contient un 


sin 4 
cercle ouvert de diamètre 2r PRE: donc le secteur 
] 1 sın 9 
2 4 
dite | Mie eal en tae 
S{— cos —| contient un cercle ouvert de diamètre --" 
4 2 2 a 
1 + cos = 
2 
COS” = 
La fonction ————— étant décroissante, il en résulte immé- 
] -+ COS 5 | 


diatement le théorème I. 

Remarque 1. Il s'ensuit du théorème Ia que le théorème I 
est vrai sous l'hypothèse que la déviation de l’arc partiel 
de longueur d dont le centre est un des sommets du contour 
J ne dépasse pas a. 

Définition de la largeur d‘un contour de Jordan. Par 
la largeur D(J) d'un contour de Jordan nous entendrons la 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 3 
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borne supérieure des diamètres des cercles contenus dans 


Int J. 
Soit J un contour rectifiable de Jordan, de largeur D 
d cos? 
Si0<a<zret -:-——————2>1D,alorsenvertuduthéorèmel 


2 1 + cos -, 


(par contre - position) il existe un arc partiel de J, dont la 


longueur nedépasse pas d et dont la déviation est supérieure à a. 
4 
Nous avons donc, en prenant d = at le suivant: 
2 
cos” , 

Théorème Il. Si la largeur dun contour rectifiable de 
Jordan est D, alors à tout a, tel que 0<a<x, on peut faire 
correspondre un arc partiel du contour, dont la longueur 


D 2 e e 2 e … 
= et dont la déviation est supérieure à a. 


2 
COS ; 
2 


Supposons que D,+0 et D,>0. Il existe deux suites 


ne dépasse pas 


D Te 
e, et a, telles que ¢,>0, ¢,>0, = >0 (p. ex. &, = VD,), 


n 


a 


D, 
N, 
a 


cos? — 
2 


a 
>x, a. <x et (cos ark On a alors 


n 


Nous avons donc le suivant: 


Théorème III. Si J, est une suite de contours rectifi- 
ables de Jordan et si D(J,)-0, alors sur chaque contour 


J, il existe un arc partiel L,, tel que: 
I'L. |>70 et Dev L,>x. 
§ 2. 
Dans les hypotheses du théoreme I le contour J con- 
cos, 
tient à son intérieur un cercle de diamètre 5  _,. H 
I+ cos; 


nous semble, par intuition, que tout contour safisfaisant 
a ces hypotheses, contient 4 son intérieur un cercle de dia- 
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mètre beaucoup plus grand. Il se pose donc la question 
de savoir comment formuler le probleme pour que la so- 
lution donne le diamétre, le plus grand possible, d’un cercle 
contenu à l’intérieur du contour. 

Définition de la fonction g(a). Désignons par R, , la 
famille de tous les contours rectifiables de Jordan, satis- 
faisant aux hypothèses du théorème I, c. à d. la famille 
de contours de longueur supérieure 4 d, dont chaque arc 
partiel de longueur d posséde la déviation ne dépassant 
pas a. Posons: 

f(d,a)= borne inf D(J), pour d>0 et 0<a<n. 
Jé Kg , 
En faisant subir chaque contour de la famille À, , la trans- 
formation par homotétie de coefficient d, nous en obte- 
nons la famille Rao Comme la largeur d'un contour sou- 
mis a cette transtormation se multiplie par d, nous avons 
f (d,a)=df(l1,a), En posant f(1,a) = g(a), on peut écrire: 
(30) dg(a)= borne inf D(J), pour d>0 et 0<a<x. 
JeRa a 


Il en résulte le suivant: 


__ Théorème IV. Dans les hypothèses du théorème J, 
Int J contient un cercle de diamètre dg (a). 

Si nous connaissions la fonction g(a), alors le théorème IV 
nous donnerait le diamètre, le plus grand possible, d’un 
cercle contenu dans Int J pour tout contour J satisfaisant 
aux hypothèses du théorème I. Notre problème se réduit 
donc a celui de trouver la fonction g (a). 

Le théorème ÍI nous en donne une limitation d’en bas, 
à savoir: 


(31) 5 —— <“ <g(a), lorsque 0<a< x, 


d'où il résulte que: 
(32) g(a)>0, lorsque 0<a< nı. 


Nous allons tacher de limiter la fonction g(a) d’en haut. 
A cet effet il suffit de construire un contour de la famille 


3° 
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Ra.» taisant en sorte que sa largeur soit la plus petite 
possible. 

Prenons d>0O, 0<a<x, et soit n un nombre naturel, 
tel que: | 
(33) (n—l)a<r<na. 

Di ane a<5, 
ligne polygonale composée de n + 1 segments dirigés de lon- 
gueur d et tels que deux segments consécutifs forment l’angle a. 


alors n> 3. Dans ce cas désignons par P la 


fo a 
Si 5<a<xr alors n= 2: Dans ce cas désignons par P la 


ligne polygonale composée de trois segments dirigés, tels que 
deux segments consécutifs forment l’angle a et que celui du 
milieu possède la longueur d et la longueur d de deux 
extrêmes satisfasse à l'inégalité: 
a = d 
(34) 2 << 5 cos al 
Dans tous les deux cas la ligne polygonale P n'a pas de 
points doubles (ce qui résulte des inégalités (33) et (34)) et 
elle est située toute entière d’un même côté de la droite p 
passant par ses extrémités (cf. fig. 8.). 


Oa (Fs ELE QUE 


=. > = - 
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Désignons par K le cercle tangent à tous les côtés de la 
ligne P. Le diamètre de K est égal a: 


(35) D=dctg5. 


Soit P l’image symétrique de la ligne P par rapport à la droite p. 
Le polygone fermé Q = P — P est un contour de Jordan et 
toute couple de ses côtés (dirigés) consécutifs forme un angle 
ne dépassant pas a (ce qui résulte de l’inégalité (33)). Il s'en- 
suit aisement que: 


(36) Qe Ra, as 
Le cercle K est (en vertu de (33) ) le plus grand possible 


contenu dans IntQ, donc d’après (35), D (Q)= d ctg à Il en 


résulte, en vertu de (36) et (30), l'inégalité: d g(a)<dctg : 
Nous avons donc la limitation suivante: 


(37) g(a)<ctg ; , lorsque 0<a<x. 1°) 


Il résulte du théorème IV (par contre-position) que 
lorsque le contour J est de largeur D < d g(a), alors J mappar- 
tient pas à R, , c. à. d. il existe un arc partiel de J dont la 


longueur ne dépasse pas d et dont la déviation est supérieure 
À D N NE 
aa. En prenant Era £ où e >0, nous en déduisons 
le suivant: 

Théorème V. Si le contour rectifiable de Jordan J possède 
la largeur D, alors a tout ae(0,x) et e > 0, il correspond un 


10) Il semble probable que g (a)=ctg 5. Si lon pouvait le démontrer, 


alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure < 1, et 


par conséquent appartenant a la famille R, ,, contiendrait un cercle de 


alt ks c : - 
diamètre a ctg S . Comme lim a ctg > = 2, il en résulterait que tout contour 
de ce genre contient un cercle de diametre 2. Ce résultat a été obtenu par 


une autre voie par M. F. Babler, Ueber geschlossene ebene Kurven von 
beschrankter Krümmung, Comm. Math. Helvet. 8, 5—47 (1935). 
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arc partiel de J dont la longueur ne dépasse pas sat? et 


dont la déviation est supérieure à a. 
Nous allons démontrer maintenant que: 
(38) ji A TR 


A cet effet nous démontrerons l'inégalité: 
(39) g(a) >ng(na), lorsque 0 < na< x, 


en nous appuyant sur le lemme suivant. 

Lemme V. Soit L un arc simple aux extrémités À et D. 
Supposons que les points C et B appartiennent à L?’ et que 
C soit situé entre A et B de façon que la partie commune 


des arcs partiels Lı — AB et L: — CD forme un arc L;=CB 
ne se réduisant pas à un point (C = B). Ceci étant supposé, 
lorsque Dev L;<a et Dev L: <B, où a+ f<7x, alors: 


(40) Dev L<a+ £$. 


Démonstration. Désignons par (u,v) l’angle entre deux 
vecteurs (resp. entre deux axes, ou entre un vecteur et un 
axe) u et v. Soient lı et lə les bissectrices des angles de 
déviation des arcs L, et Lə et soit w une corde di- 


rigée de l’arc Ls. On a |(w,l)|< > et | (w, Bi <4 , d'où 
(li, aen Il existe donc un axe l, tel que | (I, 1) 1<£ 
et |(I, L)< >. Nous avons alors: 

= 
(41) TOILE = 


lorsque v est une corde dirigée quelconque de l'arc Li, ou 
bien de larc Ls. Choisissons l comme l'axe x d'un système 
orthogonal de coordonnées et soient x= y(t), y—=wyt({t), où 
t,<t<t,, les équations paramétriques de l'arc L. Suppo- 
sons que les points À, C, B, D correspondent aux para- 


mètres t,<to<t,<tp. Si u = (o (4) — o (t), y (t) — y (8) 
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est une corde dirigée de larc Lı, ou bien de l'arc Le (c. à. 
d.t,<t<t<t,;, ou bien te<t<t< tp), alors d'après (41), 
on a: 


(42) y(t)— v(t) =|u! cos(u, D) > 0 
et 
| (DE~ w (£) | a+ p 
(43) K =| tg (u, D| < tg —. 
oon th 


Nous prouverons que l'inégalité (41) subsiste pour toute 
corde dirigée de l’arc L. Il suffit de le démontrer dans le 
cas, où v = (p(f2) — ọ (tı), y (t2) — y(t)), n'est pas une 
corde dirigée de l'arc Li, ni de larc Lə, c. a. d. lorsque 
ta St, <to<tg <t, <tp.Choisissons t; de façon que to < t, <tz. 
Alors u, = (ọ (t3) — 9 (ti), y (fs) — y (#1)) sera une corde di- 
rigée de larc L; et u: = (9 (te) — ọ (ts), y (te) — v (t3)) en sera 
une de larc Lə. Nous aurons donc, d’après (42): 


p (ta) — p (1) D 


(44) cos (v, l) = F 


= [p (t2) — p (ts) +1 (ts) — p (1)] >0 


v| 
et d'après (43): 


A 


p (te) — p (tı) | 


[p(t:)—p(ts)]- See Holt) p(#)] je w(ts)—(t1) 


2 pÜ2)—o(#3) Pr) plt) 2, ate 
p (t.) — p (tı) Fi 2 
d'où il résulte que |(v,D|< at L’inégalité (41) subsiste 


donc pour toute corde dirigée de l’arc L, doù on déduit 
immédiatement (40). 

Nous démontrerons à présent que: 
(46) RARE ES M slorsques0-n a= x ete 0). 


Soit J un contour appartenant à Rk, . Nous prouverons 
d’abord que la longueur de J est supérieure à nd —e. En 
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effet supposons, par impossible, que la longueur de J ne 
surpasse pas nd—e na étant inférieure à x, il existe un 


arc partiel L= AB, tel que: 


(47) d<|Lil<nd—s 
et 
(48) Dev L > na. 


En vertu de l'inégalité (47), on voit aisément que l'arc L 
peut être représenté comme une somme de n arcs partiels 


AB, AB, ..., An B de longueur d et tels que la partie com- 
mune de deux arcs consécutifs forme un arc ne se réduisant 
pas à un point. Comme JekR, , la déviation de chacun de 
ces arcs partiels ne dépasse pas a D'après le lemme V 
appliqué n— 1 fois, il en résulte que Dev L<na, ce qui 
contredit à (48). Nous venons de démontrer en même 
temps que Ja déviation de tout arc partiel de J, dont la 
longueur satisfait à l’inégalité (47), ne dépasse pas na. Il 
s'ensuit que J¢eR*,*.4.5 on. a donc RE C Ky Ene 

De la relation (46) il résulte, en vertu de (30), que 
d g(a) >(nd —«) g(na), d'où en faisant tendre € vers zéro, 
on obtient, à la limite, l'inégalité (39). 

Remarquons maintenant que la fonction g(a) est non- 
croissante. En effet pour a,;<a, on a Raa C Raa d’où 
d’après (30), il résulte que g(a) > g(a). 


— 


Jt 
Faisons correspondre a tout ae (0, | un k, naturel, tel 


Ts 2M 
que y < k,a<. On a alors k, >œ, lorsque a>0. Il s'en- 


suit, d’après (32), que k.2 (5). Mais la fonction g(a) 


étant non-croissante, nous avons en vertu de l'inégalité (39): 


a 


k {5 | <k,e(k,a)<a(@ 


et par conséquent lim g(a) = ©, 
a + |) 
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De la relation (38) on déduit le suivant: 
Théorème VI. Soit J, une suite de contours rectifiables 


de Jordan. Si la déviation de chaque arc partiel de J,, ayant 
la longueur d. ne dépasse pas a, et si a 0, alors D(J )- œ. 


§ 3. 


Lemme VI. Si la déviation contingentielle de l’arc sim- 
ple L est inférieure à x, alors elle est égale a DevL. 

Nous nous appuyerons sur le lemme suivant, dont nous 
nous dispensons de la démonstration, 


Lemme VII. Si chacun des vecteurs w1,...,w, forme 


i : TL 
avec laxe l un angle ne dépassant pas a, où a<—, alors 


il en est de même de l'angle entre le vecteur w =w, +.. + w, 
et laxe l. 

Nous passons maintenant a la démonstration du lem- 
me VI. 

Désignons par a la déviation contingentielle de l’arc L. 
Comme l'inégalité a< Dev L est évidente il suffit de dé- 
montrer que DevL<a. Soit: 

NU) COUPER D 
l'équation de l'arc L. Désignons par l la bissectrice de 
langle de déviation contingentielle et soit: 
(49) PMR EE D 


€ étant un nombre positif quelconque, on peut faire corres- 
pondre à tout feff;,f| un 6,>0, tel que 


(XOXO), D| <S +s, 


lorsque t<f<t-+6,. Il en résulte, en vertu du théorème 


de Borel — Lebesgue sur le recouvrement, qu’il existe une 
suite de points fı =to <... <T, = ftf», telle que 

d er M 
(50) (Xid XG), DI<S He. 


Il s'ensuit, d’après le lemme VII, que: 


(X), X(t) , D|<= +e, 


4? S. LOJASIEWICZ 
d'où en faisant tendre € vers zéro, nous obtenons: 


a Ae ee À 
no a 
(51) (X(t), XU), DI< 4, 
pour toute couple f, et f, satisfaisant à l’inégalité (49). 
En faisant tendre f vers b, on voit que l'inégalité (51) 
a lieu aussi lorsque #—b. Nous venons de démontrer 
que toute corde dirigée de larc L forme avec laxe l un 


angle ne dépassant pas =: d'où il résulte que DevL< a. 


Comme il est, en général, plus facile de déterminer la 
déviation contingentielle, le lemme VI rend les théorèmes 
des paragraphes précédents plus maniables dans les appli 
cations. 


Remarque 2. La notion de déviation peut être précisée 
de la façon suivante. 
Soit donné un arc simple L et écrivons son équation 
sous la forme: 
z—z(t), où a<t<b 
et z désigne la variable complexe. On peut démontrer le 


théorème suivant: 
Il existe une fonction F(t,u) définie et continue pour 


a<t<u<b et telle que 
F (t, u) =arg[z(u) — z(#)|. 
La différence entre deux fonctions satisfaisant a ces condi- 


tions est toujours constante. 
En vertu de ce théorème, nous définissons: 


df 
Dev” -L= tosa i F" u): 
axt<u<_b 


SUR LES INTEGRALES OSCILLANTES D'UNE 
EQUATION DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES 
PARTIELLES DU SECOND ORDRE 


par 
ZYGMUNT BUTLEWSKI (Poznan) 


Introduction. Dans cet article nous étudions une solution 
particulière de l'équation différentielle aux dérivées partielles 
du pi ordre: 


(D AG) 2 i+ B(A 2+C()z= AGE 4+ BG + C2, 


où les OT a pa C(x) a4 des ae con- 
tinues et dérivables de la variable réelle x pour 0<xo<x< +; 
les coefficients A;(y), Bı (y),Ci(y) sont des fonctions con- 
tinues et dérivables de la variable réelle y pour 0< yyp< y<+™. 

Nous appelons la solution réelle z=z (x,y) de |’équation (I) 
solution oscillante, si l’on a: 

z'(xpyy==0,, Zz (xh) ee; at 238 ©); 

ou | 
oe eX ooo à. . A Yo Í Yı S Ve <<... : 
En appliquant à l'équation (I) la méthode des solutions par- 
tielles de Bernoulli’) nous ramenons la considération des 
solutions de l'équation (I) à la considération des solutions 
des deux équations différentielles linéaires du second ordre: 


AGE + Bi) + IC) + au=0 
(II) 
b) Ay; (y) cat By) Se + + [Ci (y) + Av —0, 


où 4 est un paramètre (— © <1< + œ). 


1) Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d'Analyse Mathématique. T. 3 (1915) 
pp. 131—132, 2-eme édition, Paris. 
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Dans la suite nous réduisons les équations (II) au type 
de l’équation de Sturm-Liouville?): 


(III) PALO ea +[q(t)+ar(] w =0. 


Nous dirons qu'une intégrale w (t,2) de l’équation (III) est 
oscillante, si elle possède une infinité de zéros pour 
O< ta S< +œ et 1— Const. 


D’après le théorème de comparaison de S tu r m?) toute so- 
lution w (t, 1) non identiquement nulle de l’équation (IID a au 
moins k zéros dans l'intervalle fini <ta, T>, si: 


p(t)>0, altar) pour h<t<T 


pe ie T [q(t) ae Ar(#)] ken? 
et i e ERIRE Lee LA ARS we | 
maX et) CRT HE 


to LIST 


Selon Kneser*) si dans l'équation (III) les coefficients 
p(t) et q(t)+år(t) sont finis, continus et positifs pour les 
grandes valeurs t£ et si les inégalités: 0<a< 1, O<B<I, 


f? 
a í a : = ==> 
TUA ER A >0, ET 


sont satisfaites, toute intégrale ainsi que ses deux premières 
dérivées sont finies, continues et oscillantes pour les grandes 
valeurs de f. 


2) M. Bôcher. Leçons sur les méthodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant 
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, I (1931), pp. 250—251, 
2-te Autlage. 

3) M. Bôcher, cité sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Intégration 
qualitative des équations différentielles, Memorial des sci. math. fasc. 48 
(1931), p. 31. 

3) À. Kneser. Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Integrale 
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42 (1893). 
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M. Biernacki a démontré’) que si p(t)>0, ¢ (t) + 
+ Ar(t)>0 pour t> fo, lim |q (t) + i r H] = + œ et la 
— + CO 


quantité 


{los lq (©) + ir (DIP 
POS T ar), à PP? 


est bornée lorsque £> + œ, toute intégrale de |’équation (III) 
est oscillante et la distance des zéros successifs d’une inté- 
Srale tend vers zéro lorsque t> + œ, 

M. Biernacki a donné aussi la condition suffissante: 


; lim [f° (b? — 2b + 4a)] > 1 


(en général plus commode que les précédentes) pour que 
toute intégrale x(t) de l’equation différentielle 


x’ (+b) x (t)+alt) x(t) =0 
soit oscillante pour les grandes valeurs de la variable f. 


En appliquant cette condition aux équations II, a) et IL £), 
on obient des conditions suffissantes pour que les intégrales 
u (x, À) et v(y, À) des équations IL a) et II, £) soient oscillan- 
tes pour les grandes valeurs respectivement x et y. Ces 
conditons sont respectivement pour les équations IL a) et 
II, 8) les suivantes: 


EOE ESIE 


] beni f ] 6 a 
lim yy |] —2\=— : Si 
yee LA M A raged 


Si donc ces deux conditions sont simultanément remplies, 
l'intégrale z(x,y,1) = u(x,1)-:v(y,A) de l'équation (I) est 
oscillante pour les grandes valeurs des variables x et y. 


et 


5) Voir: Z. Butlewski, Sur les intégrales d’une équation diff. du second 
ordre, Mathematica, Vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj. 


46 ZYGMUNT BUTLEWSKI 


Fite) a démontré que si p(t)>0, q(t) +1r(t)>0 pour 


es -- 00 
dt k 
=) a E [q(t) +A r(#)] + ©, 


alors toute intégrale w (é, À) de l'équation (III) est oscillante 
dans l'intervalle (fo, + ©). 

En supposant que les intégrales de l’équation (III) soient 
oscillantes pour 0 < tp <¢< + œ nous obtenons’) ($ 1) entre 
autres les résultats suivants: si p(t) [q(f)+Ar(@)]>0 et 
1° si [p(q +A r) <0 pour 0 < t< t < + %, les valeurs absolues 
des extrêmes de l'intégrale w(t, A) de l’équation (III) sont 
croissantes lorsque ¢ est croissante et A = Const., 2% si 
[b(a+ rl >0 pour 0<tp<t<+ ©, les valeurs absolues des 
extrêmes de l'intégrale w(t, 4), (A = Const.) sont décroissantes 
lorsque t est croissante, alors l'intégrale w(t, A) est bornée 
lorsque t> + œ, 3° si [p (q +à r) —0, alors les valeurs abso- 
lues des extrêmes de l'intégrale w (t,ì) sont égales à une 
constante positive. 

Dans la suite (§ 2) nous appliquons les résultats du § 1 
à l'équation IIa) et IIA) et obtenons les résultats analogues 
(théoremés II et III). 

En utilisant des résultats du §2 nous indiquons quel- 
ques propriétés de l'intégrale oscillante z—=z(x,y,4) de 
l'équation (I). Entre autres nous obtenons ($ 3) les résultats 
suivants: 


si A '(C+4)>0 pour 0<xo<x<+o, 
A (C,+4)>0 pour 0<yo<y<+ 

et de plus 

1°) si (A’—2B) (C+4)—AC’>0 pour 0<xp<x<+o, 
(A'—2B )(C_+4)—A,C>0 pour 0<yo<y<+o, 


8) W. B. Fite. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350. 

7) Ces résultats dans la forme moins complète j’ai démontré dans mon 
article cité sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Losungs- 
methoden u. Lösungen, T. 1 (1942) p. 130 (£). 
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alors les amplitudes de l'intégrale z(x, y, À) de l'équation (I) 
sont croissantes lorsque les variables x et y sont non dé- 
croissantes et la somme x+y est croissante (4 = Const.), 


2°) si (A’— 2B) (C +4) -- AC’<0 pour 0<xy<x<+o, 
(4—2B)(C FA -ACSO pour 0<ygp<y<+oo, 
alors les amplitudes de l'intégrale z (x, y, À) sont décrois- 
santes lorsque les variables x et y sont non décroissantes 
et la somme x+y est croissante; donc l'intégrale z (x, y, 4) 
est bornée lorsque les variables x et y sont non decrois- 
santes et xt+y—+o, 
3°) si (A’—2B) (C +’)—AC’=0 pour 0<xy<x<+o0, 
(A —2B )(C,+4)—A,C,=0 pour 0<yp<y<+ox~, 


les amplitudes de l'intégrale z (x, y, À) sont égales à une 
constante positive. 
Nous obtenons aussi quelques propriétés des dérivées 
OZ iO Z 
partielles 5, et o y : 


Dans le § 4 nous nous occupons de l’équation différentielle 
Oz , © 2z 
(IV) OL — à Ox? 
c'est-à-dire de l’équation d’une corde vibrante. 
Nous supposons p. ex. que 
Pen 
o(x) 
où P(t) désigne la tension, qui est une fonction de temps ¢ 
et o(x) désigne la densité linéaire qui est une fonction de 
l’abscisse x. 
L’équation (IV) est un cas particulier de 1l’équation (I). 
Alors nous obtenons pour l’équation (IV) les résultats ana- 
logues à ceux du §3 pour l'équation (D. 


§ 1. Considérons l’équation différentielle aux dérivées 
mee du ees ordre: 


(1) AG) 5° 2 + Bx) «+ C(x) z= AG + + Bily) A + Ci(y)z, 
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où les coefficients A(x), B(x) et C(x) sont des fonctions 
continues de la variable réelle x pour O < x< x <+œ; les 
coefficients Aı (y), B,(y) et Cı (y) sont des fonctions con- 


tinues de la variable réelle y pour 0 < yo < y <+c. 

Dans cet article je vais étudier une solution particulière 
(2) z (x, y)=u(x)- v (y) 
de léquation (1) pour les grandes valeurs des variables 
Sety: 
L’équation (1) Ti alors la forme: 


|A (x) “ERIB OF we eo (x) a pea 


(3) 
= |A (y) X +B: DE ae Ov |u 


L’équation (3) est, en aft ae aed si on a simulta- 
nément: 


a) A(x) de + BOG, (Ctx) es) G0 


(4) 
f) AG (y) £ Sx X +B; (y) d + (Cı (y) +14) v=0 


où À est une constante (— © < 1< + œ). 


Nous supposons ensuite que A(x) #0 pour 0 < xo << x < + 
+æ et A(y) #0 pour 0<y<y< +œ. 
Multiplions les équations (4, a) et (4, 6) respectivement par 


1 B(x) BG), 
ay laor € ag Plage 


Donc nous obtenons les équations Rare 


d |d B C 1 r B 
o a d(H ex = x [A dx | os (exo) ne dx) u=0, 
r By (Y) g Ci (y) +1 rBily) à 
n (ts R R ay |4 Gi AG). C Pro y)v=0 


(x) 


') exp f (x) =e 
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Les équations (5) sont des cas particuliers de l’équation 
d dw la 
© {lp ]+[a@+ar@|w=0, pw@>o, 


c’est-a-dire l’équation de Sturm-Liouville. 


Nous supposons dans la suite que les intégrales des équa- 
tions (1), (4) et (6) sont oscillantes (cf. Introduction). 


Désignons par fi, fs,...,¢,....les zéros consécutifs de la 
solution w (f,4), qui sont plus grands que fo (f9< t< t<...) 
et par t, (¢,<1,<t,,,) les zéros correspondants de la dé- 


rivée w (t, À). 

En multipliant l'équation différentielle (6) par 2 p (f)w’ (t,å) 
et en intégrant légalité obtenue par parties entre les limites 
a et b on obtient l'équation: 


(7) p (b)w”? (b, 4) —p*(a) w’?(a, 1) +P (b){a(b)+1r(b)lw*(b, 1) — 
— p (a) [q (a)+1r(a)]w* (a, 4) = | (pa) + A(pr)’] w° (t, 2) dt. 


Si a=t,, b=¢,,,, alors w (tp, 2)=w(t,.,, 4)=0 et on peut 
écrire l’égalité (7) sous la forme suivante: 
(8) p” (é,:1) w? (T, À) tu p* (t) w” (t a) + 
tnt 
= Í [pay +4 (pry] w? (t, 2) at 


n 


Si (pq) + 4 (pr) > 0 dans (¢, t, 41), le second membre de 
l'égalité (8) est manifestement positif. Il en résulte que 


(9) | DUE) WAG a DS (we (22). 
Si de plus p (#)<0, on aura 
(10) tw" (tae, AP | ee ae D 


Si (pq) + À (pr) < 0 et p(t) >0, les inégalités (9) et (10) 
sont remplacées par des inégalités contraires. 
Si (pq) + å (pr) =Q, alors d’après (8) on a 


|p (tai) W (tro DI=| PE) w (ty 4). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4 
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Si de plus p (t)= Const. (donc q + j4r=Const.), on aura 
|w (laa 4) |= |w’ (fa 4) | 
Posons maintenant dans (7) a—7,, b=1,,,, nous aurons 
(11) p Cay, [q Garey), Tar (z,4)] w” CAT ay 
Tn+1 
— p(z,)[q(z,)+ år (z,)]w? (z,,4)= | pa) +å (pr) w? (4,2) dt. 
D'après (11) on a: 
1° si p(q+Ar)>0, (pa) + å (pr)’>0, alors: 


y P Gad le Cra dt te add LY Gyn DI > 
> fe) la G) tar GM Iw Cy DI; 
2 si p (q+4r)>0, (pq) +4 (pr) <0, alors: 
yr Grad la Gin Har Gaal lw Gay DI < 
< py P Cn) la C) Hir Gd] lw Cm A; 


3° si p (q +41 r)>0, (pa) + 4 (pr) =0, c'est-à-dire pq + À pr = 
= Const. et positif, alors: 


y P (x, + 1) lq (#24) a AME: CA | w (is à) | ar 
= yp) la (a) + ar GE) lw Ge D 


et par conséquent 
|w GAF A) |=|w (x, A)|. 
Ajoutons aux deux membres de l'égalité (11). la quantité 
pr.) laCt) + ar(z,)] w (trpi 4); le résultat. peut,s’écrire 


(12) p(t) La) + ar Gi) min À — wz, a] + + 
Tn+]1 
+} [(pq) + 4 (PoJ [w? G4 D — w? (t, a] dt = 0. 
L'égalité (12) est évidemment impossiblesi|w(z,, ,, 4) | >| w(,,4) | 
et si plq +12 r)>0, (pq) +4 (pr) >0. 
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Soustrayons maintenant des deux membres de l’égalité (11) 
la quantité p (tp) la Gn) +2r G, ie] w? (x, 4), il vient: 


D (A) [q (zu) ala AT CARD] [w? (cah i» À) — w’? (z,, ))| + 
tn+1 
+ f pay + 2 (pry) [w? Cm 2) — w? (t, 2)] dt = 0; 


égalité impossible si |w (tapp 4)| < |w (, 4)| et si 
p (q +4 r)>0, (pq) + A (pr)’<0. 


En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante: 


Théorème I. 1) Si p(t) q(t) +A p(t) r(t) > 0, [pÆ qa (Ð) + 
+ À [p(t) r@]’<0 pour O< t <t< +œ, les suites 


h e TE kr GO le GE D }. (lp E) w (ta 21) 


sont décroissantes, tandis que la suite {| w (z,, 4)|} est croi- 
ssante; si de plus p’(t)>0, la suite {|w (¢,, 2)|} est décroi- 
ssante. 


2) Si p(t) a(t)+2 pŒ r(t)>0, [p (@) aY +2 (p(t) r(6)'>0 
pour 0<fy><tf<+©, les suites 


‘Vy P (ta) [a E) + Ar |w (ta à) }. {|p (¢,) w Cta A) |} 


sont croissantes et la suite {|w (tr, 4)|} est décroissante; 

si de plus p' (t)<0, la suite {| w (t,,a)|} est donc croissante. 
3) Si p(t) q(t) + 1 p(t)r(—E>0 (E est une con- 

stante) pour 0<ty<t<+-c°9 on a donc: 

PDA) wa PA) | = F > 0, MEME GE 0, (n 12, 3°"), 

(F, G sont des constantes); si de plus p(t) = Const. pour 

O<ty<t<+© alors 


lw’ (tn DI=H>0, (n=1, 2, 3,...), (H est une constante). 


En supposant que p(t) q(#) +2 p(t) r()>m >0, (m= 
=Const.), [p(t) a (Ð + À |p @) r(£)] <0 et d’après le théo- 
reme I, 1) on a les inégalités: 


4* 
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y p (a) [a +27 D] |w a | > 
> y ? @) la @) +a r E) lw, DI>Vmlw(e, D 


Alors nous obtenons le 


Corollaire I. Si p(t) g(é)+ 24 pÜr(D>m>0 et 
[p () Ð + 1 [p (t) r(Ð <0 pour 0<t<t < + œ, la suite 
{|w (t, 2)|} est croissante et bornée; la solution w (t, À) 
de l’équation (6) est donc bornée et ne tend pas vers zéro 
lorsque t> + œ. 


En supposant que 0 < p(t) q) +2 p(t) r )<M< +œ 
(M = Const.) et d’après le théorème I, 2) on a: 


= e ayl 


y p (u) Iq (a) +A r (al |w (a, |< 


<y/ P(e) le +A r Cdl w Cy Ai < VM wp à 
Alors nous obtenons le 


Corollaire IL Si0<p(éq(t)+2 pl r(t)<M<4+-—~ et 
[b(#) aÐ + 2 [p@® r@®]>0 pour 0<tp<t< +, alors la 
suite {|w (z,, 1) |} est décroissante, mais ne tend pas vers zéro. 
La solution w (t, À) de l'équation (6) est donc bornée, mais 
ne tend pas vers zéro lorque t> + œ. 


§ 2. Désignons par x1, x2, ..., x, ... les zéros plus 
grands que xo dune intégrale u(x, 2) de lVéquation diffé- 
rentielle (5,a), xo <x1<Xx2<... Soient i, E2, ..., En ee 
les zéros consécutifs de la dérivée v (x,1) et soit x; <£;<x,,,, 
(= 1,2, :..) Nous désignons par Yn y2,27., y, 4. les 
zéros consécutifs de l'intégrale v(y, 2) de l'équation diffé- 
rentielle a45, 0) Vy — Yr DE CCE 2n AT RUES 
zéros consécutifs de la dérivée v’(y,1) et soit y, <<< ma: 
EE en); 

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats du § 1. 
aux équations (5,'a) et (5, 8) qui sont des cas particuliers 
de l’équation (6). 

Alors nous obtenons les résultats suivants: 
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Théorème II. 1) Si 


pas > 0, [4 — 2B(x)][C (x) + 1] — A (x) C’ (x) > 0 


pour 0<x9<x< + œ, alors les suites 


| "B(x) 
use BY sA 
sont décroissantes, tandis que la suite {|lu(£, 2)|} est 
croissante; si de plus Wes >0, la suite {|u (x, 4) } est 
donc décroissante. 

C(x) +4 > 
2) Si FIG) —> 0, [A’ (x) — 2B (x) [C (x) + a] — A(x) C’ (x) <0 


pour 0<x9<x< + ©, alors les suites 


C(E) +4 a 
VESTE 16 (ar PE 5as)iu6, ail 


| (xn f Be) ts iu’ (x, 4) | | 


er) 46) | 


sont croissantes et la suite {|u(é, 4)|} est décroissante; 
toute solution u(x,4) de l'équation (5,a) est donc bornée 


lorsque x> +œ. Si de plus ene x) 20. la suite {|u (x, 1)|} 


A(x) ` 
est croissante. 
3) Si Ca) Eisg, [A’ (x) —2B(x)][C (x) + a] — A(x) C'(x)=0 
pour 0<x9<x< + œ, donc: 
'u($1,4)|=l|u(2,a|=...=l|ul, al|=.... 
Si de plus B(x)=6 pour 0<x9<x<+ œ, alors: 
‘a! (x1,2)|=[u’ (x2, |=... lu (x, DI... 
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En supposant que 
C(x) +1/ T 
== 2 
eg G XD J PE eax) > >p>0 (p=Const.) 
et d'aprés le Corollaire I nous obtenons le 


Corollaire III. Si 


C (x) +1 coe 
A(x) 7” AG) DE «) > p>0 


AUS OB CLO ah eth so pour 0<xo<x<+o, 
alors la suite {|u(é, 4)|} est croissante et bornée; la so- 


lution u(x,4) de l'équation (5,a) est donc bornée et ne 
tend pas vers zéro lorsque x> + œ. 


En supposant que 


—— dx| <P < + œ (P = Const.) 


TEA fex pa faa 


et d’après le Corollaire II nous obtenons le 


Corollaire IV. Si 


G Re C (x) +2 B(x) | DR aes 
AG E E N 7 e2 fa x] <P <+ o, 


[ A’(x) —2B(x)]{C(x) + 1]— A(x)C'(x) < 0 pour O<xo<xX<+0, 
alors la suite {|u(£, 4)|} est décroissante, mais ne tend 


pas vers zéro; la solution u(x,2) de l'équation (5,a) est 
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro, lorsque x> + œ. 


En appliquant à l'équation (5, 6) le théorème I nous 
obtenons le 


Théorème III. 1) Si 


Ci | | 
yy >, AG) —2 BIC: (9) + 2 AL) CL) > 0 


pour 0<yo<y<+-., alors les suites: 
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Cin) +2 "RB, 
VE (on a w) O] | 


Yn 
| Bi(y) | 
| = d f À 
| (ar Ay) ') v Yn, ) | 
sont décroissantes, tandis que la suite {|v(y,.A)\} est 
Bı Bi (y) 


A;(y) 


croissante; si de plus —-~~>0, la suite {|v’(y, A)|} est 


décroissante. 


2) Si 50,14.) —2B, MIC, (Y+—A,(V)Cly) < 0 


pour 0O<yo<y< + œ, alors les suites: 


CD Fi (exp je BW ap] Qu D 
es PI ) dy (Y Cim DL, 


Ile x |" = w) Dil 


sont croissantes, aig que la suite {|v(n,, 4)|} est dé- 
croissante: toute solution v (y, 4) de l'équation (5, B) est 


Bi (y) < 0, la suite 


donc bornée lorsque y>+o. Si de plus 


{|v (y, 4) |} est donc croissante. 
.C1(y) +12 ‘yy 
3)Si A (yy 7 [4,)—2B, MIC, Y)+4—4,) ©, (y)=0 
pour 0< yo <y <+, alors on a: 
wig, D | =) Vi i 2 lv Oe aS a T: 
Si de plus B1(y) =0 pour 0<ypo<y<+~©, alors: 
LOUER AGEN. 
En désignant par q et Q deux nombres constants nous 
obtenons d’après le théorème III deux corollaires suivants: 
Corollaire V. Si 
Ci (y) +4 C1(y) +4 = a 
= a ao 2 
. A1(y) + 14 


2 dy) >qœ>0, 
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[A(y)—2B, (y) [C (y)+4]— À (y) C (y)>0 pour 0<yo<xy<too 
alors la suite {|v[y,, 4)|} est croissante et bornée; la solution 
v (y, 4) de l’équation (5, 8) est donc bornée, mais ne tend 
pas vers zero lorsque y> + œ, 


Corollaire VI. Si 


Cı (y) +2 Ci(y) +4 Bı (y) $ = 
ACT. if) (ia mG) (exr2j A » dy) <Q< +, 


[A (y)—2B G)NIC (yv)+11— A )C(y)<0 pour 0<yo<y< +, 
alors la suite {|v (ņn„ 4)|} est décroissante, mais ne tend 


pas vers zéro; la solution v(y, À) de léquation (5, B) est 
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro lorsque y > + œ. 


§ 3. De la relation 
z (x, y, 4) =u (x, 1) : v(y, 1) 
il sensuit que chaque zéro de la fonction u et v annule z, 
on a donc: 
ZOE 5 4) —— O bz A) E0 (nan 11083 07 ). 


D’après les égalités: 


à Ne: | 
TY = uU (Èm 4) v (9, 4)=0 

(ax X=Sm? Y=%n 

0 z\ Gin) 
(S) Su (Em AV (M2) = 0 


xX=Fm> Y= 7n 
on voit que la fonction z = z (x, y, 4) possède les extrêmes 
dans les points (¢,, 7), (m, n= 1,2, 3,...). 

Nous avons les égalités ees 


CE CED. |. 
IENS 


| / Calm) +A 
Ai (Nn) 
[C &,,)-+4] [Cs (n,) +a] 
= = A (Èm) A1 (M) 


‘m p B(x) 


a) A(x) 


dx | u (m À) - 


exp Be dy | V (Na À) = 
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ee y | 
| B(x) B:(y) 
Mi J AD) BG) wv) 


yo 


ENS A): 


b) u(é_, aA)? vy, 1) = z (Sin Uns 2); 


12 PEL Tic 
N ) c) - C:(n,) + À 


BG) | 

AG). exp | A) Y 
Ciln,) +4 TRG) lez 

-y£ A1 (hn) es pee Aly) w»| (2) feat 

ay Che) CE + | 

AEs) | 
REA ue Tac o2 

E V AG) + A(x) a |) Sim 


(GAA ee a 


u (Xie ADV (mn 4) = 


3 B(x) 
| AG) 


sx u(é Av YA) = 


Les premiers membres des égalités (12) sont des expres- 
sions qui figurent dans les théorèmes II et III. 


En utilisant des proprietés bien connues des suites dou- 
bles, nous pouvons appliquer les théorèmes II, 1), 3) et III, 1), 
3) aux égalités (12). 

Nous dirons qu’une suite double {a„ „i est croissante 
(décroissante) au sens strict lorsqu'on a: 4,:,,>a,, 
(angi a=» eti aussi ak aT aan TERRE Ca) ‘pour 
m,n=1,2,.... Alors nous obtenons le 
C(x) T1 Ci(y) +2 

A(x) A: (y) 


[A (x) —2 B(x)] [C (x) +1]— À (x) C’(x) > 0 (0) 


Théorème IV. Si > 0, > 0 
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[A (y)— 2 Bi (y) [Ci (vy) + 4] — Ai (y) C (vy) > 0 (> 0) 
pour 0< x Sx <+>, 0<ya Ky <+), 
alors: 


1) la suite double (comp. 12, a) 
CE) + AIG: OJA oa) 
v AESA GI COLE J A(x) ** 
+f By (y) D ar) |e am 2) | | 


est décroissante au sens strict: 
2) la suite double (comp. 12, b) 
{120549 In» 4) | J 


est croissante au sens strict; 


3) si de plus a 2 > 0 pour 0< xS x < + œ, alors la suite 
double (comp. 12,c) 


Cd E Nn 
Awy E A e war aY n |x=x 
Ta A (y,) Ve A; y) OX] y= i 
est décroissante au sens strict; 
4) si de plus— A >0 pour 0<yo<y <+o, alors la suite 


double (comp. 12, d) 


9) La notation: 
AIG) 2 BAC (x) LA A(x) Cie 0 0) 
[A’, (y) — 2 By (y)] LC: (y) + 41— 4: (y) Ci (y) >0(> 0) 
exprime que l'on a: 
soit 
[A’ (x) — 2B (x)] [C (x) +1] — A (x) C (x) > 0, 
[A’, (y) —2 B, (y)] (C,(y) +4] — A, (y) C’, (y) Z0, 


[A’ (x) — 2 B (x)] [C (x) +1] — 4 (x) C (x) 20, 

[A’, (y) — 2 B,(y)] [C, (y) +4 — À, (y) C (y) > 0. 
Nous appliquons une notation analogue dans les théorèmes qui suivent plus 
bas. 


soit 
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| GED a 


Em 
TRE [a 80 a] (2) | 
ADO se AGS EX res 


est décroissante au sens strict. 


Supposons maintenant que 


x 


[C (x) + A} [Ci (y) +1] B(x) 


T ACS ANT 1 Jet 
BG) LE 
+ 2 J AO) dy) |>k>0, (k = Const.) 


pour 0<x<x<+o, 0<yo<y<+o. D'après le théorème 
IV, 1) on a les inégalités 


ICE) +1] A 


| A(S1) Ax (m1) 


71 
B: (y) 
ei d 
g f A, (y) s) 
Yo 
D'après le théorème IV nous obtenons donc le 


C (x) +1 Ci (y) +2 


Corollaire VII. Si A Co: > 0, ad AVE > 0, 


[Æ (x) — 2B(x)] [IC (x) + 4] — A(x) C’(x) > 0 (> 0), 
(4; (y) — 2B; (VC: (y) + 2] — A: (y) Ci (y) >0(> 0) 


pour 0< xo <x < +, 0 <yo<y<+o, et si la condition (13) 
est remplie, les valeurs absolues des extrêmes de la solu- 
tion z=z(x,y,2) de léquation (1) sont croissantes et 
bornées lorsque les variables x et y croissent au sens large, 
tandis que x + y croit au sens strict. L'intégrale z—z(x, y, 4) 
est donc bornée lorsque x et y croissent au sens large et 
XT ae ee 


exp a dx + 


| z (Es, m, A) |> VK | z Eq tp A) | 


En appliquant dans la suite les résultats des théorèmes 
IT, 2), 3) et III, 2), 3) nous obtenons d’après (12) le 


60 ZYGMUNT BUTLEWSKI 


C(x) F2. - Cily) +2 
A(x) | Ai (y) a+: 
LA (x) — 2 B (x) IC (x) + 4] —-A (x) C’(x) < 0(<0), 

[A; (y) — 2B MIC, (y) + al — A, (y) C'(y)< 0 (<0) 

pour <x <x< + œ, 0<y<y< +, alors: 


Théorème V. Si 


1) la suite double (comp. 12a) 


| /1CE) + AIG G) +A 
A (Emn Ay UA, 


BG MO IN. | 
| AG) dx + AC) a) ie Vn, A) | 


est croissante au sens strict; 
2) la suite double (comp. 12b) 

Zn, Mn, DTI 
est décroissante au sens strict. La solution z=z(x,y, À) 
de l'équation (1) est donc bornée lorsque les variables 
x et y croissent au sens large et x+y++; 


B 
3) si de plus (x) <0 pour 0<x<x<+%, alors la suite 


A(x) 
double (comp. 12c) 

wo fe |) | 

A Ai(y) Ox ne | 


E 


| hé (3) +A 
| A1 (Nn) 


est croissante au sens strict; 


B 
4) si de plus ae <0 pour 0<yo<y<+©, alors la suite 
1 


double (comp. 12d) 


1/ CE) +2 
ere 


B(x) (x) dx 
exp A(x) 


T 
GYS a 


est croissante au sens strict. 
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Supposons maintenant que 


[C (x) + AIC (y) + 4) 
A (x) Ay (y) 


* Bı (y) ) 


14) 


(B(x) 
exp de A(x) dx + 


X0 


<K<+>,(K—= Const.) 


D'après le théorème (V, 1) nous avons l'inégalité: 


[CED + AI LC: n) + A] B (x) 
9 y o (| A. 


14 
Bı (y) 
+ = (6! 
: A: (y) 7 
En tenant compte du théorème (V,2) et d'après (15) 
nous obtenons le 


Corollaire VIII. Si 


A (a) 2B) s(x) + A A (xe) © y= 0 0); 

LA! (y) — 2 BO) IC) + 1]— Ay) CO) < 0(< 0) 
pour0<x9<x<+0,0<yp9<y<+ et sila condition (14) 
est remplie, alors les valeurs absolues des extrémes de la 
solution z =z (x, y, À) de l'équation (1) sont décroissantes, 
mais ne tendent pas vers zéro, lorsque les variables x et y 
croissent au sens large, tandis que x+ y croit au sens 
strict. La solution z= z (x, y, 1) est donc bornée et ne 
tend pas vers zéro lorsque x et y croissent au sens large 
COX ay eco 


[Zz (Gi, m, DISVK |z (6,7 D. 


Considérons maintenant les relations suivantes: 


a) | exp ie ae ax PACE AAR — 
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b) |exp Bs ay dy Sr AV (Ym 4) = 
— | exp Bi(y) ; (z . 
(16) | À; (y) oY ay f= me, 


$m 
exp | B GO à u (ÈA) v (nn) = 


ACs) * 


©) Lr DEA 
AEE 


= y ER e ex B(x) dx ‘arte Na å) 
AG,) | at 


u (Em 2) V On 2) = 


41(9,) +2 "IB (y) 
2 oe Hes o| AG) ® 


y/n] = h BO ay z(é_, M 1). 
A, (%,) 


‘J A) 


D'après les théorèmes II, 1), 3) et III, 2), 3) et les relations 
(16) nous obtenons le 
>0, = > 0, 


Théorème VI. ia Ae À, (y) 
[A (x) —2 B(x)L[C ()4+-2] — A(x) C (x) > 0 (> 0), 

[A (y) — 2 B ONC, (y) + a]— À, (y) C'(y) < 0 (<0) 
pour Ton + 00, 0 <yo<y< + oo, tied 
1) la suite double (comp. 16 a) 
| 5 B(x) 
en fa a 

ur 


est décroissante au sens strict; si de plus Al) = 0 pour 


Cy(y)+a 


Oz LE Nyy À) i l 


O<xo<x< + œ, alors la suite double 
{| oz ri Mn. A) 
| 


est décroissante au sens ah Hi 
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2) la suite double wi 16b) 


[ize 


est croissante au sens strict; si de plus B, (y): J (y) < 0 pour 
0<yo<y<+, alors la suite double 


OZ ae Ym) |] + 
| 


est croissante au sens un 
3) la suite double (comp. 16c) 
Eni 
B(x) 


yee ex 
AG) | AG) 


est décroissante au sens strict: 
4) la suite double (comp. 16 d) 


ve (7) +4 e 
Ay (7,) 


est croissante au sens strict; 


Oz — Yn A) | 


dx 


lice, My À) | | 


Bet) | 
E AFA 
= Aly) 1 n) | 


5) Les extrêmes absolus de la solution z=z(x,y,4) de 
l'équation (1) sont: 1° non décroissants pour x> + œ et 
y=nu>0, (u > yo, u= Const.), 2° non croissants pour x=», 
(» > xo, y= Const.) et y> + œ, 
D'après les théorèmes II, 2), 3) et UI, 1), 3) et les rela- 
tions (16) nous obtenons le 
no . C(x)+2 C(y)+1 
Théorème VII. Si A(x) > 0. À, (y) >0, 
[.A’(x) —2 B(x)] [C (x)+a]—A (x) C’(x) <0 (<0) 
LA (y) —2B (Y) 1C, (y)+al — A, (y) C (y) >0(> 0) 
pour 0<x<x<+%, 0O<yo<y <+, alors: 
1) la suite double (comp. 16a) 


lee _B (x) 7 


situe M À) | 


A(x) 
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est croissante au sens strict; si de plus B(x): A(x)<0 pour 


0< xX9<x<+©, alors la suite double 
( a es 24 
| 

et croissante au sens ey 

2) la suite double (comp. 16b) 


ween a | Dz Em» Yo D || 
| en] AG m seni oH 


Yo 


est décroissante au sens strict; si de plus B, (y) : Ai(y) > 


pour 0 < yo << y < + œ, alors la suite double 
| ee Je A) || au 
J 


est décroissante au sens at 
3) la suite double (comp. 16 c) 


CHERE ue GD | 


est croissante au sens strict; 
4) la suite double (comp. 16 d) 


pec exp | Be) dy Z (Em Uno pi 
Ay (n,) Yo y | 


est décroissante au sens Strict; 


0 


5) les valeurs absolues des extrêmes de la solution z = z (x, y, À) 


de l’équation (1) sont: 1° non croissantes six, y =» (v> 
2° non décroissantes si x= u (u>Xxo), yr +. 


Nous avons les relations suivantes: 
u (Ew à) ve Gy A) =z Èn Nw À) 
OZ eal: Nn A) 
(17) UW (Xm A) vom A) = dx 


ACER, 
u (En A- Vv (y,, À) = ae FS 


y 0); 
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D’après ies théorèmes II,3) et III,3 et les relations (17) 


nous obtenos le 


. Ci(y) + 2 
Sea ao > 0 
Corollaire IX. Si 1 (x) > 0, A: (y) 


[A (x) — 2 B(x) [C(x)+A]—A(x) C’(x) = 0, 


[A (y) —2B (y)IIC,(y) + À] — Aly) C (y) = 0 
pour 0<xj< Hess FU TA EES re 


1) | z (Èw m4) |= a>0; 
2) si de plus B(x)=0 pour O< xọ<x< + œ, alors 
02 (Xn ee E 


3) si de plus Bi(y)=0 pour 0< y <y< + œ, alors 


oz (eV Jed 
Oy 
où m, n=1, 2, 3,... et a, B, y sont des constantes. 


§ 4. Considérons maintenant l'équation différentielle de la 
corde vibrante 


OFZ Ss ao 2 
SE, a pe 
Le déplacement z normal à la corde d’un point d’abscisse x, 
a l'instant f, est une fonction des variables x et t qui 
vérifie l'équation (18). 

Supposons par exemple que 

P (6) 
e(x) ’ 
ou P(t) designe la tension de la corde vibrante, e (x) désigne 
la densité linéaire de la corde vibrante. La tension P(f) ne 
dépend que du temps t; la densité e(x) ne dépend que de 
l’abscisse x. 


a? = 


On peut écrire l’équation (18) sous la forme suivante: 
12 2 
(19) JC Z 


o(x) 0x?  P(t) OF?" 


Raeanil Dal Taw Matas VUVTTT on 
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Nous supposons que o (x) soit une fonction postive, continue 
et dérivable de la variable x pour 0<x»<x<+@; P(#) est 
une fonction positive, continue et dérivable de la variable t 
pour 0< ta S<t< +œ. 


L’équation (19) est un cas particulier de l'équation (1), 
où l'on pose: 


= Ehi -——— >= FER 
A (x) — 0 (x) A, (y) a P (y) A Da 
B(x)=C(x)=B:(y)=C:(y)=0. 


Nous pouvons donc appliquer les résultats du § 3 à l'équation 
(19). Nous supposons dans ces résultats que À >0. Les zéros 
de la solution z (x,t, À) de l'équation (19) forment le réseau 
réctangulaire : 


Zz (x, 182%) =0} &z EU: (12,5, 9; 
ou l'on a. KES XL NO = es En. Le To =e, Se 


Supposons ensuite que 
D'ARTS eg OZ NE ede bé, 
E He i i $ t pe T 0, (i y- W23; yi J 


Ni Sp es peat, dr 


En appliquant le théorème IV à l'équation (19) nous 
obtenons le 


Théorème VIII. Si o(x)>0, 0’(x)<0(<0) pour 0<x< 
<x<+o; P(t)>0, P(t)<0(<0) pour 0<to<t<+ œ, 
4>0, alors les suites doubles: 


Ve En) PC) lz (En tm A)! 
sea aa Wee gs |22 Em te D) 


[VP Cn) OPUS 


sont décroissantes au sens strict et la suite double 
{12 Em Tw D] 


est croissante au sens strict. 


où 
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D’apres le corollaire VII nous obtenons dans le cas 
de l’équation (19) le 

Corollaire X. Si io(x) >k,>0, o’ (x) <0 (<0) pour 
O<x<x<to: 1 P(D>k:. > 0, P’(t)<0 (<0) pour 
O<to<t< +, (k, kə sont des constantes, à > 0), alors les 
valeurs absolues des extrêmes de la solution z =z (x,t, À) de 
l'équation (19) sont croissantes et bornées lorsque x, t crois- 
sent au sens large et x+ t> + œ, 


En appliquant le théorème V à l'équation (19) nous 
obtenons le 


Théorème IX. Si o(x)>0, č (x)>0 (£0) pour 0< x< 
<x<+o; P(t)>0, P’(t)>0 (0) pour 0<t<t<+2; 
alors les suites doubles: 


f T T koi: 
RE |z Ene w ADI 


eC 192 Cr tre AI 


Oz oh ty À) 
Of j 


VP 


sont croissantes et la suite double 
{12 Emm D 


est décroissante au sens strict; les valeurs absolues des 
extrêmes de la solution z = z (x, t, À) de l'équation (19) 
sont bornées, lorsque les variables x, t croissent au sens 
large ef x+ t>, 


Le corollaire VIII dans le cas de l'équation (19) prend 
la forme suivante: 


Corollaire XI. Si O<1e(x)<Ki<+o, o (x) >0(S0) 
pour U< xo <x <+, 0< å P(t)< Ky<+c, P’(#)>0(>0) pour 
O< fp<t<+00, (Kı, Kə sont des constantes, }>0), les va- 
leurs absolues des extrêmes de la solution z= z(x,t, i) de 
l'équation (19) sont décroissantes, mais ne tendent pas vers 


zéro, lorsque les variables x,t croissent au sens large et 
X bE sb co. 


Qi 


68 ZYGMUNT BUTLEWSKI 


Supposons maintenant que o(x)=u>0 pour 0<%9<x< +o; 
P(t) =yv>0 pour 0<t)<t<+0, (u, »—sont des constantes), 
c'est-à-dire la corde vibrante est homogène et la tension est 
une constante, alors en appliquant à l'équation (19) le 
corollaire IX nous obtenons le 


Corollaire XII. Si e(x)=“>0 pour 0O<x9<x<+, 
P(t)=v>0 pour 0O<to<t<+oæ, 1>0, alors: 


1) ACER | ta > 0"; 
j eee Nps Adsl Ss | 
3) PT 


| s 
| 


où m, n=1,2,3... et a, B, y sont des constantes. 


Dans ce cas, l’équation (19) est de la forme 

| lee Caz = NS ez 
aii # Ox v OF 
L'intégrale particulière de l’équation (20) est: 
(21) 
z(x,t)=(acosViuxtbsin V Aux) (ccos Viut+dsin Vint), 
où a,b,c,d sont des constantes d'intégration et À est une 
constante arbitraire, positive. 
Les résultats du corollaire XII sont les mémes que les pro- 
priétés analogues de l'intégrale (21). 


SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE 
ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES 


Par 
. F. LEJA (Kraków). 


1. Soit 


(1) y =f(x)= cı x + ce xt... où ci >0 
une fonction holomorphe univalente dans le cercle K{|x|<1}, 
Désignons par 4 le domaine parcouru par y lorsque x 
varie dans K, par I la frontière de 4 et soient D et F les 
images de 4 et I respectivement dans le plan de la va- 
riable 


r 
y 
D'autre part, soit C l'ensemble complémentaire à D+F 
par rapport au plan de zZ. 


Il est clair que D est un domaine simplement connexe 
contenant le point Z = œ, F est un continu borné et C est 
un ensemble ouvert borné ou vide. La somme F+C con- 
tient toujours le point z — 0 et le diamètre transfini de F 
que je désignerai par 

d(F), 
est positif. 


Les coefficients C1, Co,... de la série (1) dépendent na- 
turellement du domaine 4 et par suite de la frontière FE 


du domaine D. Le but de cette note est d’examiner cette 
dépendance. 


2. Soit n un nombre entier fixe plus grand que 1 et 


Zi Zo, 00%, Zn 
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un système de n points quelconques de F. Désignons par 
V(z1,Z2,...,Z,) le produit de toutes les distances mutuelles 
de ces points l 
(2) V (z, Zae.. z)=]] CZAT Za 

i<j<ck<a 


et par 4,(z1,Z2,...,Z,) le produit 


A (2 2p---.2,) =] | PZ AE j=1,2,...,N. 
k= 
KED 


Il est clair que, lorsque les points z,, Z,,..., Z, varient 
dans F, le produit (2) atteint un maximum. Soit 

(3) Mine Nags'sso1 Nan 

un système de n points de F en lesquels ce maximum est 
atteint; on a donc 

(4) ÉCRIT (zz) pour tonseles Z, EK 


Nous supposerons encore que les indices des points (3) 
soient choisis de manière qu'on ait 
(5) Ar -an Nan) < ARGE a o8 Nan) < el Ve < “AiG ae nf A à nn). 

Un système (3) de points de F, remplissant les condi- 
tions (4) et (5), sera dit n-ième système extremal de l'en- 
semble F‘). 

Les points particuliers du système (3) seront dits points 
extrémaux de F. En faisant varier n on formera une suite 
triangulaire de points 
| Niz 122 

1\3> 23» %33 
(6) 
Nigo "24> "34> "44 
dont chaque ligne contient un systeme extrémal de points 
de F. 

Faisons maintenant correspondre au système extrémal 
(3) le polynome du degré n — 1 suivant 


1) Le système (3) peut être unique ou non. 
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(z GI Nan) (z — Mn) ile (z Winn 
(ain aw Non) (Nin =" Nn) ey (in a? Nan) 
et désignons le prémier des produits (5) plus brièvement 
par Ar] 


| (z) Ar 


n = 2, J.. 


| es (XC SY de E 
J'ai démontré ailleurs?) que: 
1° La suite Var converge vers le diamètre trans- 
fini de F 
(7) lim "VS, =d(P). 


n—> Co 


2° La suite Be Welds (z) A) converge en dehors de F 
(8) lim "VL, (2) = LF), 


la fonction limite L(z, F) jouissant des propriétés suivantes: 
G(z) 
mile pour ze D, 
(9) L(z, F) = i 1 pour zéC, 


ou G(z) est la fonction de Green du domaine D avec le 
pôle à l'infini. On a donc L(z,F)>1 dans D et lorsque 
z tend vers F la fonction L(z,F) tend uniformement vers 1. 


9 ə 5 9 ° 2 
J'aurai à m’appuyer dans la suite-sur ces deux résultats 


3. Désignons par g,(y) la fonction analytique définie dans 
le voisinage du point y =Q par la formule 


(10) 8, (y) = SY o, n= 2,3,...- 
y (i—y Nin) (l—y Mn) cee (l—yy, =) 


où les 1i» Nan + +» Nan SONt des points extrémaux de F, la déter- 

mination du radical étant choisie de manière que le quo- 

tient g (y)/y soit égal à 1 au point y=0. Puisque le polynome 
=a LS ma a ES n) 

ne s’annule pas dans le domaine 4 et que À est simplement 

connexe la fonction g,„(y) est régulière et uniforme dans JZ. 


) Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945) 
p. 1—11. 
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Théorème I. 1° La suite (10) converge dans le domaine 
A vers une fonction g(y) holomorphe dans À 


(11) lim g,(y) = 8 (y) 

la convergence étant uniforme dans le voisinage de chaque 
point de 4, 2° la fonction 

(12) x=d-g(y), ou d=—d (F), 
effectue la représentation conforme du domaine À sur le 


cercle K{|x|<1} et on a dg(y)=f (y), où f(y) est la 
fonction inverse de la fonction (1). 


Démonstration 1° Posons 
P (z)—={(z— 11.) CL) Zn) 
et observons que 


(13) FOIE 


i 


Ps 1 
( 
Etant identiquement 
| Pa (z2)! =| Z— nnl | Ln (DEd 8; 
il suit de (7) et (8) que 


(14) lim V/|P, (2) |=L@,F).d(F) pour zeD, 


donc d’après (13) la suite des modules {| g,(y)|} converge 
dans le domaine 4. 

Soit 4o un domaine fermé et borné quelconque contenu 
dans 4. On peut lui faire correspondre deux nombres posi- 
tifs M et ô tels que, si ye 4o, on ait 

y| <M et |1l—yyn,,|>6 pour k=1,2,...,n 
et par suite | g.(y)| <M/ô dans 4o pour n=2,3,..... 
Il s’ensuit que les fonctions (10) forment une famille nor- 
male dans 4. 

Soient »(y) et y(y) deux fonctions limites quelconques 
de la suite (10). Elles sont holomorphes dans JZ, car la famille 


(10) est normale, et on a |p(y)|—=|y(y)| car la suite {| g,(y) | } 
y est convergente, donc 


y(y)=e".p(y) 
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où ® est une constante réelle. Mais les quotients »(y)/y et 


w(y)/y tendent vers 1 lorsque y +0, donc e =] et les fonc- 
tions (y) et w(y) sont identiques. Par suite la limite (11) 
existe et la fonction g(y) est holomorphe dans 4. 


2° D’aprés (13) et (14) on a 


| a. l it ie! 
(15) gly) |= d- L(z,F) > Ou Z y? 


donc 
d-g(y)<1 pour ye A 


car L(z,F)>1 pour ze D. Je dis que chaque valeur x; du 
cercle |x|<1 est prise par la fonction d-g(y) en un et un 
seul point yi¢ A. 

En effet, la valeur x =O est prise au seul point y —0, 
ce qui résulte de la formule (15) car L(z,F) =œ au seul point 
z—oo. D'autre part, la fonction d-| g(y)| tend uniformément 
vers 1 lorsque y tend vers la frontière I’ de 4 car L(z, F) 
tend uniformément vers 1 lorsque z tend vers la frontière 
F de D. Par suite il existe dans 4 une courbe simple fermée 
I, entourant le point y —0 sur laquelle on a 


d:|g(y)|>|x1|. 
D’aprés le théorème connu de Rouché les fonctions 


daily) et d-g(y)— xı 


ont le même nombre de zéros à l’intérieur de 1”, donc 
d-g(y)— x, s’annule en un seule point yy, de À car 
d-g(y) s’annule au seul point y =Q. 


Il en résulte que la fonction (12) est univalente dans 4 
et réprésente ce domaine sur le cercle K{|x!<1} de manière 
que les points x=0 et y—0 se corespondent et que la limite 


lim, + She HOUR: a 

IFI Y y>0 Yy 
est positive. Il n'existe qu'une seule fonction remplissant ces 
conditions et, comme la fonction inverse x =f '(y) de (1) 
les remplit aussi, on a indentiquement f (y) = d-g(y). 
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4. Considérons les points extrémaux (3) de F, formons 
pour chaque p=1, 2, ... les sommes des puissances 7), + 


+75 +... +P, et les moyennes arithmétiques 

LAC qe a ae 
Ln c= n 

e air ded “Lan 

(17) S>,, — ARE ATEN AS sth Seer aenn! 
n 

am fe or MA 17 URE 

PRE te a F7: 


Théorème II. Lorque n> œ toutes les moyennes {s,,} 
[Sah (Ss},... tendent vers des limites déterminées 
(18) lim Spn = Sp» Dale Or ah 


Démonstration. Calculons le développement de la 
fonction (10) en la série de Taylor dans le voisinage du point 
y=0. Pour ce but désignons par ð = ð (y) la fonction 


D = Ie HO ARUNA e, G 2 al _— esnY) 
V —Ymn) À — Yan Nan) » - « (A Yan) 
où 
= 5,69 =— 1 | Stoet—yn S, (0) — 0. 
Puisque g,(y)=y"® et que 
g(yy=O+ye,  g(0)=4@,(0) 
g(y)=20'+y®D" , g (0) = 2 & (0) 


gP) (y) =p- + yo, g?(0)=p oP” (0) 
On a 


60) ,  &2(0 gi (ae 
(19) gy) =y + hy 2 4 Se ys ne Ps an =)! Y y” 


et cette série converge dans le plus grand cercle de centre 
y=0 contenu dans le domaine 4. 
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Les dérivées de ® = (y) s'expriment par les formules 

suivantes: @ ==s'@, 

p” = (s + 8”) @, 

p” = (s" +38" s + s’) ©, 

pH = (s+ 45" 5 +3 s? +68" s? +s") @ 
et généralement pour p= 2, 3,... 
(20) pP?! — sP. D + yan RO D’ LI ) DERO p” + 

alas Ft m 
ae: Ar) S p” He 


D'autre part, on a 


| $ Mkn , 
I ad re ss s (0) =s 
n sap 1— yp ji 
P | + Nien ’ 
s” = a 5 s, (0) =1! San 


(p) (p— 1) ! 5 Mkn (p) 
=ou —_— — , s: (0) —(p—L1)! s,, 
n ni (On pt sn AE 

donc 

P,(0) = Sin 

@ (0) = 1 beso, +. sit 

D (0) = 2! s3, + 382, Sin + Sin 

POO) = 3! st 8 $3, Sint 3 Son + 6 Son Sin t Sip 


(0) — 
BP (0) = (p—1)!s,, + p (p—2) 18,4, Sin Fee + Sip 


et par suite 


Son F Sin Spit aie, Seek Bhs ren 
DB GIVE si PPS M er re | 
ADS see ta 
Me A ARE D INA 


où K,, est un polynome par rapport aux moyennes sS» 


Sa as obs 4S 
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Observons maintenant que, d’après le théorème I, les fonc- 
tions (21) tendent uniformément dans le voisinage du point 
y=0 vers une fonction limite, donc la suite {s,,} tend vers 


une limite si; pareillement il existe la limite lim (s,, + s?,) 
n —> œ 
donc la suite {s,,} tend vers une limite s, et ainsi de suite. 


5. Soit y + bey? + bsy® + ... le développement de la 
fonction g(y) dans le voisinage du point y=0. La fonction 
(12) peut donc étre représentée par la série 
(22) x=d-s(yy=d-(y+t byt bzy? +...) 
et il suit du théoréme II et du développement (21) que les 
coefficients bs, b3,... s'expriment par les formules 

bs = Sı 


| 
b; = D] (s2 + sî) 
1 
(23) bi = 3] (253 +352 S1 + sÊ) 


b; =; (3! sa + 853 51 + 352 + 6528? + s$) 


Puisque lim P(0)= p! b,,, on déduit de (20) la formule 
n— œ 
de reccurence suivante pour p —2. 3,... 


] —| 
(24) b+: Di | (p-1)! SyF e ) - (p-2)! SoA bT. 3 ar 


—] —] 
+ (Pg!) -(p-k-DMk! s, be +... + Po) (Ds, b): 
Il en résulte le théorème: 


Théorème III. Les coefficients de la fonction (22) et 
par suite aussi les coefficients cı, c:,... de la fonction 
donnée (1) ne dépendent que du diamètre transfini de F 
et des limites Sı, S2,... des moyennes (17) des points ex- 
tréemaux de F. 

Les formules (23) et (24) montrent que le coefficient 
b,,, de la serie (22) ne dépend que de k termes initiales 
de la suite des moyennes S1, S2, S3... et que ce coefficient 
est un polynome par rapport à Si, S2,... Sp 
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S 
SRemplaçons dans la série (22) la variable y par la série 
CyX + Cox* + C3X8 +.... On aura identiquement dans le 
cercle K{|x|<|} 


a — C1 X ale (Cot bo E7) x? + (c3 + 2b: C1 Cot bs c?) x’ ats 


d 
+ (c4+2b2 cı Ca Fb2 c5 +33 ci Co+ ba ci) x +. 
d’où l'on déduit les formules 


hy wae Paes oY. ms Dé eh ee 3d# a Ve. 
Par suite, si l’on donne à la série (1) la forme 
(25) y = f (x) — Cy (x + ae x* as xe+a, xi+, f A ; 
OÙ 42 —C2/C1, A3 = C3/C1,..., ON aura 
1 
C} TA 
ALT 
(26) TU 
38} — S2 
i ae Ode 
8 S, Oy S3 + S3 


SIR 3d? 


Ces formules mettent en évidence la signification géomé- 
trique des coefficients dune fonction univalente dans le 
cercle. On voit notamment que: 


Si la fonction (25) est univalente dans le cercle |x|< 1, 
il existe un continu borné F tel que: 1° F constitue la 
frontière d’un domaine simplement connexe contenant le 
point z— oo dans son intérieur et ne contenant pas le point 
z—0, 2° lorsqu'on calcule le diamètre transfini d de F, 
les points extrémaux (6) de F et les moyennes S1, Se,..., 
on peut exprimer les coefficients ci, a2, a3,... de la série 
(25) par les formules (26). 


Observons que, lorsque d est fixe, le coefficient a, ne 
dépend, quel que soit n=2. 3,..., que de la position des 
Moyennes Sj, S5,.--, Spl 
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D’après la seconde des formules (26) l’innégalité connue de 
Bieberbach |a,|<2 exprime le fait que la moyenne S, 
est contenue dans le cercle 


|z\<r, où r==2d. 

Pareillement, d’après l'inégalité |a,/<3 de Lowner, la 
moyenne s, est contenue dans le cercle 

lz—z,|<r, of z7= 38, r=6d? 

Inversement, chaque relation entre les moyennes §,,$5,...,S,__; 

et le diamètre transfini d de l’ensemble F entraîne une re- 


lation entre les coefficients a, a;,..., a, de la fonction uni- 
valente (25). 
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SUR LES OBJETS GEOMETRIQUES A UNE 
COMPOSANTE 


par 
ST. GOLAB (Krakow). 


§ 1. Dans le travail publié dans le tome XX!) de cet 
annuaire je me suis posé le problème de déterminer, en 
faisant les suppositions les plus générales possibles, tous les 
objets géométriques de première classe à une composante®). 
La méthode générale de mon raisonnement dans le cas 
n>3 ne pouvait pas être appliquée au cas particulier de 
n= 2 qui exige un traitement particulier. 

Dans mes considérations sur ce cas une erreur de signe 
se glissa dans le deuxième et le sixième symbole de 
Poisson (97)°) Il s'ensuit que les formules (98) dans 
ce travail doivent avoir la forme suivante: 


Xs AXD FA NC M) PH OG 


(1) (X,, X;) f ar (X;, X,)} SF. X,;f 
| (X,, X,)f = 0 
XS XS) Ae eT 


A cause de cette erreur le raisonnement qui suivait 
tombe, ce qui eût pour résultat que pour n=2 seulement 
une certaine partie de la classe entière des objets cherchés 
a été déterminée. 

1) St. Gołąb. Sur la théorie des objets géométriques. Ann. Soc. 
Polon. Math. XX (1947), 10—26. 

?) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au 
travail de MM. J. A. Schouten et J. Haantjes, On the theory 
of the geometric object. Proc. of the Lond. Math. Soc. Vol. 42 (1937). 
356—376. 

3) Les numéros correspondent au travail cité plus haut (l. c.’)). 
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En 1946 parut le travail de J. Piencow consacré 
au même sujet dans lequel l’auteur en appliquant une 
autre méthode due à Medolaghi-Wagner’), basée 
sur la théorié de groupes des transformations de Lie, 
détermine entre-autre l’ensemble des objets géométriques 
de première classe à une composante pour n—2. L'auteur 
ne précise pas exactement ce qu’ il entend par deux objets 
semblables" (nous le faisons dans une note qui va paraître 
dans le Bulletin de l’Acad. Polon. des Sciences et des Lettres 
sous le titre ,, Sur la notion de similitude des objets géo- 
métriques‘). Il applique d’ailleurs une méthode qui suppose 
le caractère analytique des fonctions qui y interviennent, 
une méthode ne pouvant pas exclure d'avance l'existence 
d’autres solutions, comme p. ex. dans le cas de n=—1 lau- 
teur na pas pu obtenir (comme E. Cartan‘) en son 
temps) les densités au sens de M. Weyl?) 

Le but de cette Note, qui complète organiquement mon 
travail mentionné, est de corriger l'erreur dont il a été 
question au début et de déterminer dans le cas n= 2 la classe 
complete des solutions en partant des suppositions for- 
mulées antérieurement. 

§ 2. Des équations (1) résulte le systeme suivant des équa- 
tions ordinaires du premier ordre aux fonctions in connues 


(2) w (x). (i,k — 1,2) 
7 L4 ‘= 
Dj, V2 Wy Dj —  ®)2 
7 # 
WU, W21 Da; D; — Wy, 
2 = : # pe 0 
(3) wi 227 Onz V1 — 
# ld E a <= 
Di; Wo) Ya, Di — O2 —Wyy 
# # CENE 
W2 Wo On #2 — w 
2 4 <a. > 
Op Wo ~~ Wa W21 — D; 


3) J. Piencow, Classification des objets géométriques différentiels 
à une compo ante de classe v (en russe). Dokl. Akad. Nauk S. S. S.R. 54 
(1946), No7, 56 —570. 

5 V. Wagner, Dokl. Akad, Nauk S. S.S.R (1945); P. Medo- 
laghi, Annali di Matematica (1897). 

6) E Cartan, Sur la structure des groupes infinis des transfor- 
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308 

7) La densité au sens de M. Wey! c'est un objet à une composante. 
dont la loi de transformation est la suivante: x=x -|4|™. 


OBJETS GÉOMÉTRIQUES g] 


La quatrième des équations (3) conduit à la conclusion 

(4) w = a'w, OÙ a est une constante. 
En tenant compte de cela, nous obtenons de la cinqième 
et de la sixième de ces équations 

a (w2 W — wi w2) = — ©, 

# td = 

a (Wy) Wy, — W1, %2) = Wy, 
ce qui, confronté avec la premiere et la deuxième équa- 
tion, nous conduit a ce que 


K =: 
(5) a era Ts 
Les équations (5) nous donnent l'alternative 
(6) wp = On = 0 
ou bien 
(7) a=— l1. 


L’éventualité (6) avec la quatrième des équations (3) donne 
w =w, d'où nous obtenons les formules (114) de mon 
travail, ce qui conduit aux objets géométriques du type 4. 

Il reste à considérer le cas (7). Dans ce cas la première, 
la deuxième et la quatrième équation (la troisième, la 
cinqième et la sixième ont été déjà utilisées) donnent le 
système: 


Dj, D127 Di M1) — D; 
4 f Ca 
(8) y On Di W; Wi; — Wo 
L4 2 
_ = — 9 
Gee 21e) 2 1212 SI 


ou, en changeant les notations pour éviter dans la suite les 
Srandeurs à deux indices: 


| A=, 
(9) T ai 
VT Dy Re 
le système suivant: 
Au — uf =— u 
(10) phen Sy 


| uv —vu—=—21 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 6 
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Le système (10) ne peut pas être résolu par rapport aux 
dérivées 4’, w, v des fonctions cherchées puisque le déter- 
minant des coefficients est identiquement égal à zero. Il 
en résulte que les solutions de ce système (si l’on inter- 
prète 4, u, v comme les coordonnées des points dans l'es- 
pace à trois dimensions) ne remplissent pas l'espace tout 
entier, mais sont situées sur une certaine surface (de deu- 
xieme degré) que nous allons déterminer. 

Multiplions, notamment, la premiére des équations (10) 
par v, la deuxième par et soustrayons ces équations membre 
à membre. Nous obtiendrons: 


(11) A (ur —vu)—2uvy 
et, en tenant compte de la troisième des équations (10), 
(12) ET her, 


J'affirme qu'aucune des fonctions 4,4,” ne peut être 
identiquement nulle. En effet, si par exemple “= 0, on aurait 
aussi 4= 0 et la deuxième des équations (10) donnerait »= 0, 
c’est-à-dire que toutes les fonctions ,, seraient identiquement 
égales à zéro contrairement à la supposition (32). L’équation 
(12) permet d'éliminer la fonction »(x) et de réduire le sy- 
stème (10) au système de deux équations à deux fonctions 
inconnues À, u qui se réduit dans la suite (à cause de la dé- 
pendance linéaire de deux équations) à une équation à deux 
fonctions inconnues 4, u: 

(13) MELLE 
Si l'on traite dans l'équation (13) u(x) comme une fonction 
donnée arbitrairement et 4(x) comme fonction cherchée, 
nous obtenons l'équation linéaire (non homogène): 
(14) y= atl, 

y 
dont l'intégrale générale a la forme: 


(15) GC u(x) + w(x) ES 


C étant une constante arbitraire. 

L’ensemble de toutes les solutions qui dépend d’une fonc- 
tion arbitraire u(x) et d’une constante arbitraire C est donné 
par les formules: 
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A =Cu(x)+n(x) | 2%. 


y(x) 
(16) | u—u(x), 
i> ap uotu | 4 ae Ai 
u (x) 


Les formules (16) sont valables dans chaque intervalle ou- 
vert, dans lequel la fonction u(x) n'est pas égale à zéro. 


Apres la détermination de 4,“,¥ on a maintenant: 
(17) Wry — (x), w2 — u(x), W> = v(x), 55 — — A(x): 


La substitution de ces valeurs dans le systéme (95) conduit, 
en désignant pour plus de commodité,: 


B=, ba SPa By = By Pa = PA ; 
A= b, By — BB, 


(18) 


au systeme: 


Firm To (g a— fy») =0 


[Nee oi; ho (6,2 + 32) =0 
f; — fe (8, »— B,4) = 


| fes hs ne 


Ce système, en éliminant le coefficient » tiré de l’équation 
(12), prendra la forme: 


n— (paret )=0 
AE OAA 
fs + relax ts )=o 


| la + Top 1+ Bu) =0 


(19) 


6" 
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Le système (19) est un système complet de Jacobi (on 
le vérifie sans difficulté), il possède donc des solutions non 
triviales (non constantes). Nous laissons de côté les détails 
de l'intégration du système (19). Remarquons seulement que 
nous devons nous souvenir de ce que À et u ne sont pas 
indépendants à cause de la relation (14.) 

Après avoir intégré le système (19), nous trouvons l'inté- 
grale particulière 


p; À (x) sr B u(x) 


(20) = B, a(x) + Bau (x) 
En vertu de la théorie générale, l‘intégrale générale sera 
B, A (x) + BP, (x)\ 
Pa ib 2 
(21) | Are Fp o)l 


où ọ (u) désigne une fonction arbitraire de la classe C.. 

Il faut maintenant revenir du système (19) à l'équation 
fonctionnelle des objets géométriques, c’est-à-dire a l'équa- 
tion: 

f {Ff (x, Qi, Ao, 3s a), B,, Bo, ba ps } = 


22 2 | 
4 = fl x, Ba + Ba, Pia, + Ba, Bs a + Êi as, P3 a + A, as]. 


On sait seulement que, dans nos hypothèses, toute so- 
lution de l’équation (22) doit vérifier le systeme (19) et 
que le réciproque n’est pas nécessairement vrai. Kemar- 
quons d’abord à ce sujet que la fonction f doit remplir la 
condition supplémentaire, à savoir 


(23) f (x, 4,0, 6, D =x. 


Si nous tenons compte dans (21) de la relation (23), nous 
obtenons la condition: 


(24) AE 
Les équations (24) et (14) donnent: 


(25) r | e=; 
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ce qui montre (u 0) que la fonction y est reversible et 
qu’ elle est, notamment, la fonction inverse de la fonction 
ib (x) déterminée par la relation: 


Ax) | 
u (x) 

La fonction œ est donc déterminée univoquement à l'aide 
des fonctions 4 et u, c'est-à-dire à l’aide de la fonction 
u(x) et de la constante C. 


Le fait que la fonction (x) dans la formule (21) es 
arbitraire suggère l’idée que la foction @®(x) définie au 
moyen de la formule (26) peut être choisie d’une façon 
arbitraire. Examinons cette hypothèse. Remarquons que 
la fonction f définie par la formule (21) peut être, à cause 
de (26), exprimée de la façon suivante: 

-— „ [E1 PB (x) + Bel 
(27) 1? \ Bs @ (x) + baf ` 

Les paramètres Bi, b2, Ps, Ba étant arbitraires, on conclut 
que la fonction ø (u) doit avoir le domaine d’existence non 
borné. La question se pose si la fonction y peut avoir des 
points où elle n’est pas définie. Or, s’il existe un seul et 
unique point Uo d’ indétermination, alors il est possible de 
construire une fonction œ(u) possédant au point uo une 
discontinuité (ne pouvant pas être supprimée) et reversible 
en même temps dans tout le domaine d'existence. Par 
contre, il est impossible de construire une telle fonction ø 
possédant au moins deux points d’indétermination. Par 
conséquent, le domaine d'existence de la fonction 9 est 
identique avec l'intervalle (— =, + œ) tout entier ou bien 
avec l'intervalle (— œ, + œ) privé d’un point up. Le réci- 
proque est aussi vrai. Nous pouvons énoncer notamment 
e suivant 


(26) D (x)= 


Théorème. @(x) étant une fonction arbitraire, con- 
tinue et reversible, définie dans un ensemble ouvert 
E se composant d’un seul intervalle (fini ou infini) ou 
bien de deux intervalles contigus, si ensemble des valeurs 
de la fonction ® est l'intervalle (—~, +) ou bien 
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Pntervalle (— œ, + œ) privé d’un seul point, si ọ (u) est la 
fonction inverse à la fonction @(x), alors la fonction f, 
définie par la formule (27) satisfait à l'équation (22) et a la 
condition (23). 

La démonstration est simple. En substituant (27) dans 
(22) nous obtenons: 


a, B (x) + a2) | 

ne ol ¢ 2 3D (x) +a,’ 
| (a D(x) + a) 

Ps D o| y fe Dx) ee). Pa 


JAD 


m (Bia, - QE Bas) D(x) - AF Bia2 + ae Boa, | 


á P Csa + Bag) B(x) + fsa + hia f 


Puisque la fonction o est PEA et que & [o (u) = u, la 
dernière équation est équivalente à la suivante 


a, B(x) tas + 8 
PRIOR 5 (By ces te TION ENT 
a QI D(x) ta: , > er à ee (Bza + fı as) D (x) + B3 a2 + Ba a4 
P3 ap (x) ta | 


qui est une identité presque évidente. 


Par là même notre proposition est démontrée et dans 
le cas (7) tous les objets sont ainsi déterminés. 


Remarquons que pour les objets obéissant à la loi de 
transformation (27) il existe les systèmes de coordonnées 
dans lesquels l’objet ne possède pas de composante. Appel- 
lons tels systèmes „exceptionnels“. x» étant la composante 
de l'objet dans un système non exceptionnel, prenons une 
transformation (donnée à l’aide des paramètres B,, b2, B3, Ba) 
telle qu'on ait b; (xo) + b= 0. Alors cette transformation 
conduit à un système exceptionnel. Un cas analogue se 
présentera si la fonction œ(u) possède un point d’indéter- 
mination u, et si les paramètres f; définissant la transforma- 
tion remplissent l'équation: 


Ba D (xo) + Bs 

Bs D (xo) + Pa 
L'ensemble des transformations qui conduisent d’un système 
exceptionnel quelconque a un autre système exceptionnel 
forment un sous-groupe du groupe général donné. 


= Up. 
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§ 3 Considérons maintenant deux cas particuliers. 


I. Posons u(x) = — x°, C=0. On a alors 
A(x) = — x, (x)= L, p (u) = - 
et 
e eee E a Pua E gy 


— Xi — x* fz Hi es 
Etant donné un vecteur contrevariant arbitraire v',si l’on 
pose 


(29) x = ; 


nous obtiendrons précisément l’objet géométrique qui se 
transforme d’après la règle (28). 


II. Posons u (x) = — 1, C — 0. 
On obtient dans ce cas 
A(x) = x, (x) = — x, q(u) = — u 
et par consequent 
aoe PEPER OLS poe 


x fs — Pa F: Ba x — Pa ; 
Etant donné un vecteur covariant arbitraire w, si l'on 
pose 
W2 
31 x = — 
(31) oe 
nous obtiendrons précisément l'objet géométrique dont la 


composante x se transforme d’après la règle de transfor- 
mation (30). 


§ 4 Le fait que parmi les objets trouvés sont les 
quotients des composantes du vecteur nous suggère le pro- 
bleme suivant: soit un vecteur arbitraire, p. ex. un vecteur- 
densité contrevariant donc un objet à deux indices v pour 
lequel la règle de transformation est : 


[D = A7 (Bo +Bv) 
(32) | D = A” (pv + Br) A= BB, — 2.8, F 0. 
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Demandons nous quelle doit étre la fonction 


(33) F (én) , 
pour que 
(34) w = F (v! v) 


soit un objet géométrique de première classe à une composante. 


Si l’on suppose que w soit un objet du type 4, on arrive 
très vite a la contradiction. En effet, cette supposition con- 
duit à la relation 
(35) P ASUTE pen), A’ E ha A PTEE E »)l}, 
où y est une certaine fonction reversible de classe C, et ? la 
fonction inverse de y. En posant dans cette relation 4 — 1, 
on obtient 
(36) F (B1 + Ban, bs È + Bsn) =F (È, 9) 
et de là on arrive facilement à une seule condition restrei- 
gnante B, 8,— b,b, — 1 pour les variables £,, et à la conclusion 
que F (£, 7) doit être une fonction constante. On obtiendrait 
donc un scalaire, cest à dire l’objet géométrique de la classe 
0 et non de la classe 1. 

Supposons maintenant que w, déterminé par la formule 
(34) soit un objet de second type, notamment 


=h — — pl P Dot pel 
RP EPS veh a he 


c’est-a-dire 


(37) FLA" (Bs E+ Ban), A's E+ aD) =o, 8 OIE tht 


Posons en particulier 4 =1 dans l’équation (37). Nous 
obtiendrons : 


F (BR È+ Bo n, Bs È+ Ban) =e 


ou, plus exactement, 


(A. OIF ($, D) + B2\ 
"| Bs D [F ( (È, 7) aly + Ba 
[A PIE (5,9)] + Po 


jar EtA] 


4 IT Pa Ps = 
4 


(38) F (a E+ f2 UE Bs È b, 
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Différentions les deux membres de la relation (38) par 
rapport à fı et substituons, apres la différentiation, fi = 1, 
B2=63=0. Nous obtiendrons: 


(39) E Fi(E,n) —n Fan) = (FC, n)) + 2° HIF(£,n)]. 


En différentiant (38) par raport à fo, on aura apres la sub- 
stitution Bi = 1, fy = P3 — 0: 


(40) nF \(E,y) = o'|F(E,n)] . 


La differentiation par raport à p3 et la substitution fi —I, 
bo = b = 0 donne pareillement: 


(41) Fe(,n) = — PTFE, 9] + SFE MI. 


En éliminant les dérivées partielles F, et Fə des équations 
(40) et (41), on aura après la substitution dans l'équation (39): 


0 1) 7 ” e 
p il À CR D SRD 


1 
d’où en simplifiant par ~[F(é,7)| 0, on obtient: 
(42) + POF ED = 201F En) | 
Il s'ensuit 
(43) DIFE, |= — 
ou encore 

"7:24 

(44) F(Ë,n) = + Ep. . 


Il n’est pas difficile de vérifier que si g désigne une fonc- 
tion reversible arbitraire d'une variable indépendante, dans 
ce cas la fonction F(é,y) déterminée par l'équation (44) 
remplira l’équation (37). Ainsi donc nous sommes arrivé 
au résultat suivant: les seules fonctions des composantes du 
vecteur ordinaire (m= 0) ou du vecteur-densité (mÆ 0) 
qui constituent l'objet géométrique de première classe, sont 
des fonctions homogènes (d‘ordre 0) de ces composantes. 


Un résultat analogue peut être obtenu pour les vecteurs 
covariants. 


REMARQUE SUR LE DIAMETRE TRANSFINI DES 
ENSEMBLES PLANS 


Par 
JERZY GORSKI (Kraków). 


Soit E un ensemble infini fermé et borné de points du 
plan, Z).Z,,..., Z, un système de n+1l points de E, V, la 


borne supérieure de produit 
CAT PATES [| az; 
0<i<k<n 


lorsque, n étant fixe, les z; varient dans E et soit 


(1) PRE Me 


un système de points de E pour lequel V (%,.... n) =V. 
Supposons encore que les indices des points (1) soient choisis 
de manière que, si l’on pose 
10) | 
À, =| nm — Mle Ni Ni | [D Vita are Mn 
pour i=0,l,..., n, on ait 


0202 (n) 
An < À, SeS An ‘ 


Le système (1) sera dit n-ième système extrémal de l’ensem- 
ble E. On sait!) que les suites 


n(n+1) | 


(V) et (V PE) 


tendent vers le diamètre transfini de E. Ce diamètre sera 
désigné par d (E). 


1) F. Leja, Ann. de la Soc. Polon. de Math. t. XVIII (1945), p. 5. 
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M. F. Leja a posé le probleme suivant”): Quel doit être 
l’ensemble E pour que la suite { V A” | tende vers la même 
limite d(E) que la suite { y 1° E 


Ja vais démontrer que: 
Lorsque l’ensemble E est une somme des continus, on a 


lim y 4” =d(E). 
Au contraire, lorsque E contient des points isolés, on peut 


avoir lim inf y 4° > dE). 


n—+00 


Démonstration: 1°. Supposons d’abord que E soit 
une somme de continus donc?) d (E) >0. L'ensemble complé- 
mentaire CE à l’ensemble E est une somme finie ou dénom- 
brable des domaines 


CE=D.,,1+D,+D,+... 
dont un, que je désigne par D.o contient le point à l'infini 
(la somme D,+D,+... pouvant être vide). Soit F la frontière 
de D. D'après le principe de maximum les points %,..., 7, 
sont situés sur F et on a d (F) =d (E). Il est clair que FC E. 


Soit z un point quelconque de D... M. F. Leja a dé- 
montré‘) qu'il existe la limite lim Vlz—7|...|z—m| et 
n> CO 
qu'on a 
lim 7 |z—1,|...[2—1,|=d(E) ee, 


où G(z) est la fonction de Green du domaine Da avec le 
pole z—%, Par suite il existe aussi la limite 


(2) lim 1 |z—1|..-||2— Mp1 | = d(E) e pour ze D... 


?) F. Leja, ibid. t. XX (1947), p. 422. 

3) Ibid., t. XII (1933), p.57 — 71; voir p. 60. Le continu = l’ensemble 
borné, fermé, connexe, contenant plus d’un point. 

3) Ibid., t. XII, p. 68. 
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Désignons par E, la somme de tous les cercles | z—¢|<r 
lorsque © parcourt E, par (D), celui des domaines com- 
plémentaires à E, qui contient le point z= et par F, la 
frontière de (D). Posons B, = C(D.,), et désignons 
encore par OÔ(z,F) la distance du point z à la frontière F. 


Puisque F est une somme de continus la fonction G(z) 
tend uniformément vers 0 lorsque z (appartenant à D...) 


tend vers F, c'est-a-dire, à chaque € > 0 on peut faire cor- 
respondre un nombre r(e) tel qu’on ait 
(3) RAP ay pour ze Dœ et 46(z,F) <r (e). 


Observons maintenant que la convergence (2) est uni- 
forme dans chaque ensemble borné et fermé situé dans 
D), donc la convergence (2) est uniforme sur la fron- 
itère Fə- Par suite à chaque 7>0 on peut faire corres-] 


pondre un nombre N(y,F,,,) tel qu'on ait 


(4) y lz—| read bape es ed d (E) e° +y 
pour zeF,,, et n>WN (y, F,,,). 
Il suit de (3) et (4) l'inégalité 


V |z—!...12—% |< d(E) [1+e]4+y 
pour z € Faa et n>N (n, Fu) 


donc 


V max Da iS |Z SES <d(E)[1+e]+ 


2 ee r(e) 


pour n>N(n, F, 4.3) et par suite 


OoOo am = y 


lim sup V max A a e CEA e 


n— œ Ze F r(e) 


Comme 7 > 0 est arbitrairement petit, on a 


(5) lim sup VR lz Sheet z— 4,2, ETF eld (E). 


n — CO zeF ye) 


p a 


3) Ibid., t. XII. p. 68. 
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D’autre part, on sait que?) 


(n) 
AE = max |z — m |... |Z — a1 | - 


Puisque E C E,,, C Buo et que F, est la frontière de B,,,, on 
a d'après le principe de maximum 


a < max|z — ml... zZ — nn |< max|z—~7,|...|z— = 
AS tio Jo | In) | ME No | z Nail 
= maž z — m kita aae 
ze Fefe) 


et par suite 


SS mm 


/ (n) y 
ZE Fre) 


Il en résulte d’aprés (5) que 
nf armon g CC) od TRS ee ee à 
(6) lim sup J AV < lim sup EX. Eee 
n -> œ n-> OO ZE Fre) 


<d(E) [1+ él 
et comme y 4” > y Ao etlim 4° = d(E) on a 
n —> OO 
(7) lim inf y 4% > d(E). 


Des inégalités (6) et (7) résulte immédiatement la formule 
lim y 49 = d(E), 
n -> CO 
car € est arbitrairement petit. 


2. Supposons maintenat que l’ensemble E soit composé 
du segment 0< z < 1 et du point z= 3 et soit %,...,7, le 


n-ieme système extrémal de points de l’ensemble E. Le point 
z = 3 appartient auel que soit n = 1, 2,... à ce système. En 
effet, si l’on avait 0< <N <... <), <l on aurait 

gail... mer le a A 
où n, = 3, donc étant 

n) 
LATE ie SAM: Nnti)» 

on aurait 


?) Ibid., t. XII, p. 64. 
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V (me. 32 |) TASSE MEGA 
ce qui est incompatible avec légalité V, =V (m,..., 7,). 


On sait!) que le diamètre transfini de notre ensemble E 
est égal à L, D’autre part, on a ` 
n) , P n 
A, RlM]... naal > 2 
n (n) } 
. donc V À, > 2 et par suite 


Panstwowy Instytut Matematyczny. 


1) M. Fekete, Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109. 
G. Szego. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254. 


SUR L'EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE 
LA DIFFUSION 


Par 
M. KRZYZANSKI (Krakow). 


1. Considérons l'équation normale aux dérivées partielles 
du type parabolique 


Maytag! 
(1) F (u) T ox? wy 


a(x,y) ou — b(x,y) EP c(x,y) u=0 


dont les coefficients a, b, et c sont continus dans une région 
illimitée l: —o<x< +o, 0<y <h, le coefficient by satis- 
faisant à la condition b(x,y) > B>0, B étant une constante. 


| LL dpi: à 
Lorsqu'on pose a(x,y) = 5 Hh), b(x,y) = 5’ (rie 
=, 5 (x), y=t, f(x) étant une fonction admettant la dé- 


rivée f(x) continue, B>0 et D >0 — deux constantes, on 
obtient l'équation de la diffusion sous l’action d’une force 
extérieure’) f(x), à savoir 

CES o*u UE OL A E 
(1) Ot -oi D Dx? 2 Ox L)\ xX, uj. 
Ceci met en évidence ‘la relation entre l’équation (1) et la 
théorie analytique de la diffusion, 


2. On appelle l°“ problème aux limites pour l'équation (1) 
relatif à un domaine rectangulaire R: xı Sx <S x2, yi SVK yo 


1) Voir p. ex. M. Smoluchowski. Uber Brown’sche Molekular- 
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. Frank 
und R. Mises. Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und 
Physik, New-Jork 1943, Bd. II, p. 593. 
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un problème qui consiste en la recherche d'une solution de 
l'équation (1) régulière” dans R et se réduisant aux fonc- 
tions continues donées sur les côtés de ce rectangle, exepté 
celui situé sur la caractéristique y=yə. On dit que le rect- 
angle R est régulier par rapport au [° problème aux limi- 
tes pour l'équation (1), lorsque ce problème est toujours reso- 
luble univoquement quels que soient les conditions aux 
limites (continues). 

Pour qu'il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de (1) 
soient lipschitzicns, b= 1 et que a admette la dérivée a, bornée*) On 
peut ramener l'équation ‘1) au cas b=1 par un Phenpement aa Die. 
indépendantes {voir le travail cité de M. Gevre y, p.371); lorsque b(x, y) 
est de classe C (voir note”) le coefficient a dans l'équation transformée 
admet encore la dérivée a, bornée. 


J'ai démontré” que si les coefficients de (1) sont bornés 
et si, en outre, b(x,y) > B>0, £ étant une constante, alors la 
seule solution de (1), régulière dans I (c’est-à-dire continue 
dans I’ et de classe C à l’intérieur de T), appartenant à la 
classe E. de fonctions u(x,y), tels que | u(x,y)| < Me** (Met 
ko étant deux constantes positives), s’annulant pour y —0 
est u(x,y) —0. 


Si, en outre, la fonction continue v(x) appartient à la 
classe Eə et la hauteur de T est assez petite, alors la suite 
{u_} de solutions de l’équation (1), régulières dans les rec- 


tangles R: —n<x<n, 0<y<h et satisfaisant aux condi- 


tions: u,(x, 0) = (x), uX( En,y) —=(tn) converge dans T 
vers une solution u(x,y) de (1), régulière dans T et satisfai- 
sant à la condition initiale u(x,0) = q(x). 


2) C'est-à-dire continue dans R et de classe C™ (admettant les déri- 
vées du 27° ordre continues) à l'intérieur de R. 

3) Voir M. Gevrey. Sur l'équation aux dérivées partielles du type 
parabolique. Journal de Math. pures et appliquées, ser 6, vol. 9 (1913), 
p. 305—471, en particulier, p. 380. 

4) M. Krzyzanski. Sur les solutions de l'équation linéaire du type 
parabolique, déterminées par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon. 
Math. t, 18 (1945), p. 145—156. Note complémentaire, t. 20 (1947). 
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Dans le présent travail je passe aux solutions de l'équa- 
tion (1), discontinues sur la caractéristique y —0. Des telles 
solutions admettent une interprétation évidente dans la théorie 
de la diffusion et des processus stochastiques. 

Je démontrerai d’abord certains théorèmes généraux pour 
en déduire ensuite des critères particuliers d’unicité et d’exis- 
tence de telles solutions. 

3. Soit E un ensemble fermé, situé sur la caractéristique 
y=0; désignons par CE son complémentaire (par rapport 
a cette caractéristique). On dira qu’une fonction u(x,y) est 
une solution de l'équation (1) régulière dans l'— E, lorsqu'elle 


y est continue, elle est de classe C® à l’intérieur de T et y 
satisfait à l'équation (1). 

Théorème I. On suppose que u(x,y) est une solution 
de l'équation (1) régulière dans T — E, 2 on a u(x,0)=0 
sur CE, 3° il existe une fonction K(x,y) continue et posi- 
tive dans l — E, de classe C” à l'intérieur de T et telle 
que lon y a F(K)<0, 4° on a lim u(x,y):K(x,y) = 0 
lorsque le point P(x,y)—> Po(x0,0)¢ E et lorsque |x|> œ; 
alors u(x,y) 0 dans l' —E. 

Démonstration. Posons 

u(x,y): K(x,y) dans [—E 
En =| | 
0 aux points de E. 

La fonction v(x,y) est ainsi définie partout dans T et 
on a v(x,0)=0; cette fonction est, en outre, de classe ES 
à l’intérieur de J’ et constitue dans I une solution régulière 
d’une équation du type parabolique 

A yp = A 
(2) E — a(x,y) oy — b(x,y) ap == CM 0, 
avec: 


(3) CE) — -KG TRN >0, b(xy)>ß>0. 


D'après l'hypothèse 4° on peut choisir un nombre positif © 
de sorte que l’on ait | v(x, y)| <€ pour | x| >o». Considérons 
le rectangle Ro: —0o< x <o, 0<y<h. En vertu de (3), la 
borne supérieure de v(x,y) dans Ro, si elle est positive et 
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la borne inférieure, si elle est négative, sont atteintes sur 
les côtés de Ry non situés sur la caractéristique supérieure 
y = h”. Or on a: |v (+0, y)|<e et vx 0) =0. Il en 
résulte que |v(x,y) <e partout dans Ry, en suite de quoi 
(e étant petit à volonté) v(x,y) =0 partout dans I’, c’est 
a dire u(x, y)=0 dans l'—E. 


Il en résulte aussitôt l’unicité de la solution de (1) ré- 
suliere dans l — E, telle que 


(4) u(x,0) = g(x) pour xe CE 


dans la classe de fonctions satisfaisant à l’hypothèse 4° 
du théorème I. 


4. On va démontrer maintenant un théorème analogue 
au th. II] de mon travail, concernant les équations du type 
elliptique”. Ce théorème admet des applications impor- 
tantes dans la théorie des processus stochastiques”?. 


Théorème II. On suppose que 1° {¢y,(x)j} est une su- 
ite de fonctions continues pour —œ<x< +œ, tels que 
lim ox) = g(x) sur CE et {u,(x,y)} une suite de solu- 
n—> OO 


tions de ’équation (1) régulières dans T et telles que u,(x,0)= 
= p (x), 2° il existe une fonction K (x,y), continue et po- 
sitive dans I — E, de classe C® à l'intérieur de T, telle 
que l'on ya F(K)<0 et que limK(x,y) =, lorsque 
P (x, vy) > Po(xo,0) € E et lorsque|x|>~,3° on a lim | p, (x) — 


— px) : K(x,0) = 0 sur CE, cette convergence étant 
uniforme, 4 & > 0 étant arbitrairement choisi, on peut déter- 
miner un nombre 0 > 0, tel que l’on ait: 

fetta Coe ngs CERTEGE: 
pour |x| > ọ et n=1, 2,..., 5° chaque rectangle détaché 
de ľ par des parallèles aux axes des coordonnées est ré- 


5) Voir le travail cité de M. Gevre y, p. 372. 

5) M. Krzyzanski. Sur les solutions de l'équation linéaire du type 
elliptique... Studia Math. XI, p. 95—125. 

7) Voir p. ex. A. Kchintschine. Asimptoticzeskije zakony tieorii 
wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. Feller. Zur Theorie der stochastische 
Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160. 
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gulier par rapport au 1* problème aux limites pour I équa- 
tion (1). 

Alors il existe lim u,(x,y) = u(x,y) partout dans l — E, 
la convergence étant uniforme dans tout ensemble ferme, 
borné, contenu dans I'— E. 

La fonction u(x, y) constitue dans [—E une solution ré- 
gulière de l'équation (1), satisfaisant à la condition initiale (4). 

Démonstration. Posons v,(P) = u,(P) : K(P) pour 
P e T — E, v(P) = 0 dans E, (où l'on a désigné par P le 
point (x,y) ). 


Il résulte de l'hypothèse 3° que e > 0 étant arbitrairement 
choisi, on peut déterminer un nombre N > 0 tel que 


(5) kale) > vaT), EE pour p> N, q>N. 
D’après l'hypothèse 4°, on a 

(6) PACA EEE 

peur Lx "0 wap, q = 1, 2,. 218 


Considérons un rectangle R:—r <x<r, 0<y<h, où 
lon ar >o. L'inégalité (6) subsiste sur la partie de son 
contour, non située sur la caractéristique y = h, pour p > N 
et g>N (puisque pour y = 0 on a (5)). 


Or v (x,y) satisfont à l’intérieur de I’ à l'équation (2), 
où l'on a c>0 et b>0. L'inégalité (6) subsiste donc par- 
tout dans R. Comme r peut être choisi grand à volonté, 
on en déduit la convergence de la suite {v,} partout dans 
IT, en suite de quoi il existe lim u,(x,y) = u(x,y) partout 
dans T—E; la convergence étant uniforme dans chaque 
ensemble fermé, limité, contenu dans /’— E, la fonction 
u(x,y) y est continue et satisfait à la condition (4) pour 
y — (0. 

Il reste à démontrer que u(x, y) satisfait à l'équation (1) 
a l’intérieur de T. 


Or, soit Polxo, yo) un point quelconque situé à l'intérieur 
de I et Ro un rectangle détaché de ľ par la caractéristique 


1# 
i 
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y =F (Y < yo) et les droites x= xı et x= xə (xı < Xo < Xo), 
contenant Po à l’intérieur. Soit u(x,y) une solution de 
l'équation (1), déterminée dans Ro et coincidant avec u(x, y) 
sur la partie So du contour de Ry, constituée par les côtés, 
non situés sur la droite y =h. 


Une telle solution existe en vertu de l'hypothèse 5°. On 
va démontrer que u(x,y) = u(x,y) dans Ro. A cet effet on pro- 
cede comme à la fin de la démonstration du théorème III 
dans le travail cité dans la note). 


On pose notamment : 
V(x,y) = u(x,y) : K(x,y) 


et on observe que, ¢>0 étant arbitrairement choisi, on 
a pour n assez grand 


(7) (u(x, y) — ulx,y)| < e sur So 
et 

(8) Lu (x,y) — ü(x,y)| < e dans Ro, 
en suite de quoi 

(9) vey) — V(x,y)| < £:w sur So, 


wo désignant la borne inférieure de K(x,y) dans Ro. Or 

v.—V satisfait dans Ro à léquation (2), en suite de quoj 

l'inégalité (9) subsiste partout dans Ro. Il en résulte que 
Q 

fu oy) S a en, 


0 
Q étant la borne supérieure de K(x,y) dans Ro; en tenant 
compte de (8), on en déduit l'inégalité 


| {2 
u(x,y) — H(x,y)| < E t + A à 
Or e étant petit à volonté, on a u(x,y) = ū(x,y) partout 
dans Ro. 


Remarque. L'hypothèse 3° est réalisée en particulier, 
lorsque {9,} satisfait aux conditions suivantes: 


1° F étant un ensemble fermé, contenu dans CE et € un 
nombre positif, arbitraire, on peut choisir un nombre N > 0 
de sorte que |p (x) — 9(x)| < £ pour n>N et x e F; 22° 
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étant un nombre positif arbitraire, il existe un nombre 
ô >0 tel que si xo € E, l'inégalité: 
eo eX oO 
entraine: 
|px) | : K(x,0) <£ et |o(x)| : K(x,0) < e 
pour tout xeE,xeCE et n = |1, 2,... 


5. Comme on l’a déjà signalé, le théorème II est lui — 
même appliquable dans la théorie des processus stocha- 
stiques. On en peut déduire un théorème d'existence en 
construisant effectivement la suite {p (x)} conformément 
aux hypotheses du théorème II. Ceci exige des hypotheses 
supplémentaires, concernant la fonction ¢(x). 

En particulier, la construction effective de la suite 
{g (x)} conforme aux hypotheses du théorème II est tou- 
jours possible, lorsque la fonction (x) est bornée. Soit, 
en effet, M la borne supérieure de g(x) dans CE. Dési- 
gnons par G, l'ensemble des points xeCE, tels que 
K(x, 0) >2M.n. Les ensembles G, sont ouverts, et leurs 
complémentaires, F, sont fermés. Posons: 9,(x) = (x) 
pour xeF, et admettons que 9,(x) varient linéairement 
dans les intervalles contigus aux F„ On a alors 


lex) — g(x) | : K(x,0)<1/n pour xeG, 
p, (x) = x) pour xe F, 
c'est à dire: 


|p (x) — (x) | : K(x, 0) < 1/n dans CE. 


6. J'ai traité jusqu'à présent des solutions déterminées 
dans une région illimitée l. Or on peut procéder d’une 
manière analogue, lorsque l’on remplace la région J’ par 
un domaine limité D, détaché de 7° par deux courbes: 
x=y:(y) et x=y(y), qui ne sont nulle part tangentes 
aux caractéristiques. Cette fois le procédé devient méme 
plus simple, car on n’a besoin d'aucune hypothèse, concer- 
nant le comportement de K(x,y) à linfini. On suppose 
que les solutions cherchées de l'équation (1) se réduisent 
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aux fonctions continues le long de ces deux courbes. On 
a ainsi le premier probleme aux limites généralisé, les so- 
lutions cherchées devenant discontinues aux points d’un en- 
semble E, situé sur la caractéristique y—0O. On peut traiter 
de même les problèmes analogues, relatifs à une demi — 
région I” qui constitue une partie de l, s’étendant a droite 
ou à gauche d’une courbe x= y(y). On cherche la solu- 
tion continue dans I” sauf aux points d'un ensemble E, 
situé sur la caractéristique y = 0. 


7. Dans les théorèmes qui viennent d'être démontrés 
intervenait une fonction K (x,y), jouant le rôle du diviseur 
amortissant (voir le travail, cité dans la note‘), en particulier 
p. 110). Il est évident que la portée de ces théorèmes dé- 
pend de la possibilité de la détermination effective de la 
fonction K, relative à un ensemble donné E des discontinuités. 
La recherche des fonctions K dans le cas particulier, où E 
est contenu dans un intervalle de la caractéristique y = 0, 


» 


sera entreprise à présent. 


Je commence par l'étude de l'intégrale de Weierstrass 
généralisée. Supposons que l’ensemble E soit fermé, de 
mesure nulle et qu'il soit contenu dans l'intervalle fermé 
j—<-—r,r>. On peut supposer que les extremités de 
cet intervalle appartiennent à E. 


Soit (x) une fonction continue et positive dans l’en- 
semble ouvert G=j—E, telle que 1° im Hx) = + ©, 
X— Xp E 


2° l'intégrale ii ÿ(x)dx soit convergente.® On peut choisir 


—? 


B(x) de façon que J d(x)dx = 1. 


-r 


Considérons l'intégrale 


Jo(x,y) = 4 U (x,y; s) B(s) ds 


8) Pour la construction d'une telle fonction voir S. Saks. Theory of 
the integral. New-York, 1947, p. 205. 
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avec Jr 2 
l S 
U (x,y; s ——— e eh 
(x, y; s) = Vay xP | ay 
Il est évident qu'elle est convergente pour y > 0, car 
l — 1/9 4 
To(x.y) < 5 (ay) | à (s) ds. 


> dt 


Elle est toujours positive. Quant au comportement de 
l'intégrale Jo(x,y) lorsque y 0, nous allons démontrer le 
théorème suivant. 


Théorème III On a 


| oe teas Sl Xo € G 
lim To (x, y) = Si Xo€ È 
(x,y)—> (x9,0) : 

5 Sl | Xo | i 


Démonstration. 1° Supposons que xoc CE et soit ò 
un nombre positif, tel que 26 < inf | E— x|. Désignons 


par w, le voisinage de x» de rayon ô, cest à dire l'inter- 
valle (xo — ô, xo + 6) et par «2 celui de rayon 20. Soit 
Q=j si | xol >r et Q=j—ws si xEG. 


Admettons que xem. SiseQ on a |x—s|>06 et par 


suite 
62 42 


fue. y; s) ® (s) ds < ew E (s) ds < = £ oa 
2y ny 5 Z y ny 
de sorte que cette intégrale tend vers Zéro avec y, pour 


xew Il en résulte que si |xo!>r, on a lim Jo(x, y) —0. 
(x, y)—> (xo 0) 


Si Xo € G, on a 


Jo (x, y) = | U(x, y; s) 2 (s) ds + f U(x, y; s) 8 (s) ds. 


La fermeture de wə ne contenant pas de points de E, la 

seconde intégrale tend vers Ÿ (xə) pour y> 0, d’après le 

théorème classique de Weierstrass. On trouve donc 
lim Jo (x,y) = 2 (xo) pour X€ G. 


(x, y)—> (xo 0) 
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Supposons en second lieu que xveE. Le nombre M >0 
étant choisi a volonté, soit ô > 0 assez petit pour que l’on 
ait ®(x) > M pour 
Alors, E étant de mesure nulle, on a: 
xot+d 


fuc y; s) ® (s) ds > |U (x, y; s) (s) ds > 


xgo— ő 


xo+ő 
MÍU (x, y; s) ds. 


Xp —Ô 


l 
Or, en posant s=x + 20oy2, on obtient 


xo +d—x 
Xo+6 1 LS à 
fu (x, 4 s)ds= = fi RER ada 
ty a 
Xqg— 2yà 


Ô 
Supposons que | x — x| < >; alors 


xo+6 a 


f Ucs, yis)ds> 7 for —* do 
as ae 
et on peut choisir le nombre 7 de sorte que 
Xp +0 


| U(x, y: s)ds>1 poury< 7. 
xqg—d 
On a donc: 


[UG y: s) ds > M 


Ò 
pour |x— xo + y< min [| 5, nl. 


8. Considérons le cas particulier, où l’ensemble E est con’ 
stitué par un nombre fini de points isolés xi?) (p = 1,2,...n). 
On peut choisir cette fois la fonction (x) T sorte que la 


fonction J, (x, y) croisse pour y > 0 plus rapidement que y ?- 
où a< 1, mais peut s'approcher de 1 à volonté. 
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A chaque point x) on fait correspondre un voisinage 
w, —=(x; — à, Xot, ), les nombres ô, étant choisis de façon 


que les intervalles w, soient non impiétants. On pose cette fois 
P(x) = 5% | x — xP | O<a<] 


et ®(x)=1 pour xe Bee 
p= 
La fonction (x) étant ainsi définie, il est aisé d’étudier 


l’ordre de la croissance de J, au voisinage des x,”. 


lorsque xew, be 


Comme 


(11) Jy (x,y) =} U (x,y; s) Hs) ds 

op 
il suffit d'étudier l'intégrale qui figure dans le second membre 
de linégalité (11). 


Pour simplifier les calculs on suppose que XP et on 


pose ô, = ô< 1. Alors 


Í UGey;8) #(s) ds = ô* f UGay;s) | s| ” ds = 


D 
ô—x 


2 Vy —0" =a 
_2g Í $ e ° |x + 2y? o| do. 
J atx 
2Vy 


Soit 
| ô 5° | 
x1<5, STE on a alors 


1 
f U (x,y; s) 2(s) ds > 25° | ee sie Bayh al adios 
wp == 

> 289 (jx |+2y')~, 
où l’on a posé 


1 
g= fe” do ; 
Ly 
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9 


Soit @ un nombre positif inférieur à 16 (et a fortiori a D). 


Si lxl+y<o, on a: Ix|+2y<2(ix|?+y2)<2p2(|x|+ 


+y)t< 2 y 20?, en suite de quoi J, (x,y) > Î U (x,y: s) ®(s) ds 


p 


>2 I 3 73 | gd 0. F, de sorte que J, (x,y) augmente comme 


e 2, au moins, lorsque ọ>() (ô étant fixé). 


9. Passons maintenant à la détermination du diviseur, 
amortissant K(x, y). 


On a besoin de faire plusieurs hypotheses supplémentaires 
concernant les coefficients de l’équation (1). 


On suppose notamment que le coefficient a(x,y) admet a 


l'intérieur de I’ les dérivées partielles du 1% ordre conti- 
nues et que b(x,y)=1. On peut alors par un simple chan- 
sement de la fonction inconnue’ 


u(x, y)=w (x, y). exp i fa (s, y) ds] 
0 


éliminer le composant, contenant la dérivée ES de sorte 
que l'équation (1) se ramène à la forme 

3 Ow” Ow LL 
(12) Fi (w) => ue c (x,y)w —0. 
On suppose, de plus, que dans l'équation (12) le coefficient 
C1 (x, y) est borné inférieurement par un trinôme du second 
ordre, plus précisément, qu'il existe deux nombres positifs 
A et B tels que: 


(13) cı (x, y) > — (Ax? + B) 


partout à l'intérieur de J’. 


%) Transformation de H. Block. Arkiv de Stockholm. Bd IV. 
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Posons 


> 
J EA = | R (x —5,v) (s) ds, 
où le noyau 


1 l A \e 
Ne NES esprit de ADD ER) of ae 4 


À et t étant deux constantes positives, qu'on va choisir con- 
venablement dans la suite. 

L'intégrale J(x,y) se comporte de même que J{(x,y) lors- 
que le point (x,y) tend vers un point de la caractéristique 
y=0. En effet, comme !s|<r, ona x—s|<|x|+r, 
par suite 
(14) U (x, y3s) < R(x, vis) <U (x, y;s) el ty 
et 

Tax, D) < Bice, y) To (x, y)ell ty 


Il en résulte que lim J (x, y)=0 pour | xo >r et que J(x, y) 
x, y)—> (xo, 
augmente infiniment, comme Jo (x,y), lorsque le point (x, y) 


tend vers un point de E. 
Enfin, si xoe G, soient w, et wə les intervalles introduits 
dans la démonstration du théorème III et 2 = j— wy. 


Supposons que xew,. L'intégrale | R (x,y;s) ®(s) ds tend vers 
Q 


zéro avec y, en vertu de (14). Quant à l'intégrale étendue à 
wə, Observons que si Sew: on a |x—s|<46 et par suite 


JU G,v: 590 (9) ds< |n (x,y; s) (s) ds < 


eae fu (x,y; s) (s) ds. 


Il en résulte que :>œ0Q0 étant arbitrairement petit, on peut 
choisir un nombre 7 > 0 tel que 


Jo (x,y) — E< I(x, y) <et TIn(x,y)te pour y<7. 


Or ô peut être choisi petit à volonté. Donc, en vertu du 


théorème III, 
lim J (x,y) = Ÿ (xo) pour xeG. 


(x, y)—> (xo. 0) 
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Examinons maintenant F,(J). On a 


1 
gq TEE AAN — s)? 2a a): 


en vertu de (11) ona 

l 

Hp 71 [N] <<2A(2A4—1/y) (x — s} + (21 — 7) + Ax? + B= 
= 24(24—1/y) (x — s)?+(24—1)+ A (x — s} +2 As (x — s)+ 
+ As?’ + B. 
Or 2s (x—s) < $ +(x— s} et |s|<r, en suite de quoi 


SF, [9] <2[4(24— Vy) + Al (x — 8)? + 2 Ar + B+ (24—2). 


Posons 4=) À, t=2(Ar? + y A) + B+ to, 


To étant un nombre positif arbitraire. Supposons, en outre 
que la hauteur h de la couche T satisfasse à l'inégalité 


] 
h < —— i 
3VA 
Alors: 
LF, [R] < — to < 0 


et par suite 
F,(I) = | F, [R] (s)ds<— to | R(x—s,y) ð (s) ds, 


c'est à dire 

(15) Fi (JD) < — wJ. 

La fonction J(x,y), augmentée d’une constante positive, 
satisfait à toutes les conditions qu’on imposait au diviseur 
K (x,y) aux n- ros 3— 5, sauf à celle de tendre vers + © 
avec |x|. 


10. Dans le travail cité au n-ro 2 (note 4), j'ai intro- 
duit le diviseur amortissant, qui dans le cas des deux varia- 
bles indépendantes a pour expression: 


kx? 
H (x,y) = exp fe Siy 


boy 


k étant un paramètre, u et v les fonctions de k. 
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La fonction H est positive; elle croît à l'infini au moins 
comme e**’, On choisit actuellement les fonctions “(k) et 
v(k) de façon que l’on ait A [H]<0. 

On a notamment 

1 2k k (4 k— 
H F\HI= av Ke -n x?— y — Ci X;Y) : 
en tenant compte de (11) on en déduit l'inégalité 


1 2k k 
(16) H ` Lice l eS aa se ty + f= uy tk— PTE x? + B—v. 
Posons 
Zz A wih 2k 
(17) u—=4k + L Os os ae a 


h étant la hauteur de la région I’, » >0 arbitraire. 
ji 
On suppose que he F ? 


Il résulte de (17) que 
k A 
(18) TEA (4k—u) + A<— = iv) + A< 0: 
d'autre part 
2k 2k 
oy e nuh” 
en suite de quoi on déduit de (16), en tenant compte de (17) 
et (18), l'inégalité: 


(19) ia 7 Fi [H] < — 


11. On peut passer maintenant à la détermination défini- 
tive du diviseur amortissant K (x,y). On pose notamment 


K (x,y) = I (x,y) + H (x,y). 


La fonction K (x,y) = continue dans l — E à condition 


[1 1 


que h < min |—, ; elle est positive, croît au moins 
\u wal 


comme e“* lorsque | x| > + œ et tend vers + © lorsque le 
point P (x,y) tend vers un point de FE. On a, en outre, 
d’ipres (15) et (19) 

F1 (K) <i TO = «V9 Ha 
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On peut choisir »—7. Alors: 
R Fi (K) Laa — To < Q. 


La fonction K (x,y) satisfait ainsi à toutes les conditions 
qu'on a lui imposé aux théorèmes | et II. 


12. Dans le cas particulier de l’équation (1) de la diffu- 
sion sous l’action de la force f(x) le coefficient ci(x,y) dans 
léquation réduite (12) a pour expression: 


ay) = oo | FG) + oh POO | 


donc c,(x,y) > ain f (x). Pour que c; satisfasse à la condition 


113), il suffit que l’on ait 

f(x) > — (A x? + B’) 
(où A’ et B’ sont deux constantes positives). Cette derniere 
condition est en particulier satisfaite, lorsque la dérivée f (x) 
est bornée inférieurement. Ceci a lieu, en particulier, dans 
le cas de la diffusion sous l’action de la force élastique 
f(x) =— mx; ce cas fut traité en détail par Smoluchowski™. 


13. Précisons enfin quelques conséquences importantes, 
concernant l’unicité des solutions de l’équation (12) régulières 
dans l’ensemble J/—E, l’ensemble E étant fermé, borné et 
de mesure nulle. 


Nous supposons que le coefficient ci(x,y) vérifie la 
condition (13). 


Soit, en premier lieu, w(x,y) une solution de l'équation 
(12) réulière dans T — E, bornée à l’intérieur du rectangle 
Ro: —r<x<r, O<y<h, de classe Es en dehors de Rp. 
Plus précisément, on suppose l'existence des deux nom- 
bres M, et Ko, tels que l’on ait 


| w(x,y) | < My el 


pour |x| >r. Supposons que w (x, 0)=0 pour xe CE. Soit 
K (x,y) le diviseur amortissant, déterminé aux n-ros 


a cee 


10) Voir la note !). 
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9—11. Si l’on choisit k > ko dans l’expression pour H (x,y), 
on a K(x,y) >e™* et w(x,y) satisfait à l’hypothese 4° 
du théorème I (à condition que la hauteur h de I’ soit 
suffisamment petite, voir n-ro 10), en suite de quoi on 
a, en vertu du théorème J, w(x,y)=0 dans T— E. On 
peut donc enoncer le théoreme suivant. 

Théorème IV. Si 1° le coefficient c, de l'équation (12) 
satisfait à la condition (13), 2° l’ensemble E est de mesure 
nulle, alors la seule solution de (12), régulière dans I’ — E, 
bornée à l’intérieur du rectangle Ro —r<x<r,0 <y<h, 
de classe E> en dehors de Ro, s'annulant pour y =Q en 
dehors de E, est w(x,y) =Q. 

En particulier, la seule solution de (12) régulière et 
bornée dans l'—E, s’annulant avec y en dehors de E est 
w(x,y) = 0. 

Il en résulte l’unicité, dans la classe de fonctions bor- 
nées dans [—E, de la solution de l'équation (12), déter- 
minée par la condition initiale (4). 

Supposons ensuite que l’ensemble E se compose d’un 
nombre fini n de points isolés: x), x@,... xt. Si l’on 
choisit pour (s) dans l'expression pour J (x,y) (voir n-ro 9) 
la fonction déterminée au n-ro 8, on déduit du théorème [| 
le théorème suivant: 

Théorème V. Si le coefficient cı de l'équation (12) 
satisfait à la condition (13) et si l’ensemble E est constitué 
par un nombre fini n de points: x, x®),...x%, alors la 
seule solution de l'équation (12), régulière dans [ — E, 
qui 1° satisfait a l’intérieur du rectangle Ry à la condition: 


ay 


_—— 


Eux) PS Moat | XP Re (pP=1,2,...n) 
où Mo et aa< 1 sont deux constantes positives, 2° est de 
classe E> en dehors de Ro, 3° s'annule avec y en dehors 
de E, est w(x,y) = 0. 
Les deux théorèmes qui viennent d’être énoncés, s’appli- 
quent en particulier à l’équation de la chaleur 
ow _ ow 
Oar a Ov gs 
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SYSTEMES DES EQUATIONS ET DES INEGALITES 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIEMES 
MEMBRES MONOTONES ET LEURS APPLICATIONS 


Par 
TADEUSZ WAZEWSKI (Kraków) 


Considérons |’équation différientelle 
= g(t, y) (1) 


et supposons que la fonction g soit continue dans un en- 
semble ouvert £2. 

On sait que: 
a) Par tout point (to, yo) de 2 il passe une intégrale su- 
périeure bilatérale c.-à-d. définie à gauche et à droite de to. 
Elle se laisse prolonger dans les deux sens jusqu’à la fron- 
tière de {. 
as) Si A=(to,a), B—(to,b) sont deux points de Q pour 
lesquels a <b et y= ọ (t) est une intégrale quelconque issue 
de À tandis que y—y(f) et l'intégrale supérieure de (1) 
issue de B, alors on a œ(t)<wy(t) dans tout intervalle dans 
lequel ces intégrales existent. 


De la il résulte en particulier que: 
az) Si pour les points À et B, introduits tout à l’heure, on 
a l'inégalité a<b alors à chaque intégrale y = ø (t) issue de 
A correspond une intégrale y = y(t) issue de B, telle que 
y(t)<w(#) dans un voisinage bilatéral et suffisamment petit 
de to. à 

Il se pose le probleme de savoir dans quelle mesure ces 
propriétés a;, a, et a; se laissent étendre aux systèmes 


dy; ; 
dt Ta g (t, y i Yn) , G—1,.., n) (2) 
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les fonctions g' étant, par hypothése, continues dans un en- 
semble ouvert £2. 

Voici d'abord quelques définitions qui faciliteront le 
langage et l'écriture. 

Soient 

A — it. sae. 9. BE, bib) 

deux points dont les premières coordonnées t, sont iden- 
tiques. Nous dirons que B majore A (ou A minore B) 
lorsque a,<b,, (i= 1,..., n). 

Une suite de fonctions ¢,(¢),..., 9, (t) sera désignée, 
tout court, par @ (t) j 

D (t)=(p (t),..., p,(t)) (3) 


Nous introduisons les notations 


D(t) = (pi ,..., p;(t)) 


Y = m: KA Ya) 
Le système (2) prendra ainsi la forme 
dy | 
a7 ELEY), san) (2 bis) 


La notation 
G(t,Y) = (g! (t, Y),..., g'(E, Y)) 
permettra d’écrire le systeme (2) sous la forme vectorielle 
Tey Git y) (2 ter) 
Si P (ft) = (y, (t),..., y, (f)) est une intégrale du système 
(2 ter), on aura 
EO =G (ERP) 


On dira que le système (2 ter) majore le systéme 


H LO yd (ts 


ou, tout court, le système 
Oye 


dans $2 lorsque 
F(t,Y)<G(t, Y) (dans 2) 
c.-à-d. lorsque fF < g' dans Q. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXII. 8 
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Il sera commode de distinguer, relativement au systéme 
(2 ter), entre les intégrales supérieures (ou inférieures) 
a droite, à gauche et bilatérales. 


On dira que ¥ (t) avec ¥ (t) = (a, ,..., a.) constitue l'inté- 
grale supérieure à droite relative au point initial 


A=(f,, a,,.-., a,) et aT intervalle t,<t<y 


lorsque, pour chaque intégrale @®(¢t) issue de A on a 
® (t)<'/ (t) dans chaque intervalle t;<t<f<y dans lequel 
Œ(t)et ¥ (t) existent. 


Les définitions des intégrales supérieures à gauche et 
des intégrales supérieures bilatérales ainsi que des intégrales 
inférieures des trois espèces sont analogues. 

La continuité das fonctions g' ne garantit pas l'existence de 
l'intégrale supérieure à droite. 


M. Fukuhara*) a envisagé les systèmes des équations 
(2) remplisant l‘Hypothèse K (cf. $ 1) consistant en ce que 
la fonction g', (i—1,..., n), est continue et croissante au 
sens large par rapport à chacune des variables y,,..., y;_;, 
Yii» -+--> Yn séparément. 


M. Kamke**) a donné une simple démonstration de ce 
que, sous Hypothèse K par tout point À de £ il passe une 
intégrale supérieure à droite relative à A et à un intervalle 
lo <t< $ laquelle intégrale fend vers la frontière de 2 lorsque 
tf tend en croissant vers B, (8< + œ). 

Or, dans cette hypothèse, ce théoreme n’est pas tout à fait 
strict (cf. Exemple du § 3)***), cest pourquoi nous avons 
cru utile de revenir à sa démonstration basée sur la même 
méthode, abstraction faite de quelques modifications. Ce 
théorème devient strict lorsque l’on admet accessoirement 
que l'ensemble 2 jouit d’une certaine Propriété P (cf. § 1). 


*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269—280. 

**) E. Kamke. Zur Theorie Gewöhnlicher Differentialgleichungen II. 
Acta Mathematica 58 (1932 p. 5/—85. Satz 7. 

***) Dans cette hypothèse ne subsistent que certaines propositions de 
caractère local (cf. Propositions 3 et 4 du 8 3). 
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Une remarque critique du méme genre se rapporte au suivant 
théorème de M. Fukuhara traité aussi par M.Kamke****): 
Si le système (2 ter) satisfait à Hypothèse K (dans 9), 
majore le système (4) et A<B alors l'intégrale supérieure 
à droite du système (2 ter) issue de B majore toutes les 
intégrales ® (t) du système (4) issues de B (cf. l’Exemple 
du § 6)*****). Ce théorème devient juste lorsque l’on admet 
accessoirement la Propriété P relativement à 2. 

Nous démontrons un théorème plus général bien maniable 
dans certaines applications: Si le système (2 ter) remplit 
l'Hypothèse K et 2 jouit de la propriété P et lorsque l’on 
a, pour une courbe continue Y = ®(t) issue de À vers la 
droite, 


D,&(t) < G(t, d(t))*) (5) 
alors on a, à droite de À, 
p(t) < Y(t) (6) 


où ¥ (t) désigne l'intégrale supérieure à droite de (2 ter) issue 
de A (Théorème 2 du § 1). 

Il se pose le probleme de savoir si | Hypothèse K associée 
à la Propriété P représente l'hypothèse la plus générale dans 
laquelle a lieu la limitation fournie par ce théorème. La 
réponse, obtenue dans une voie bien simple, est positive au 
sens précisé par le théorème suivant (Théorème 3 du § 2): 

Si 1°) les fonctions g' sont continues dans Q ouvert qui 
jouit de la Propriété P. 

2°) pour toute couple de points A et B appartenant 42 et 
tels que A< B et à toute intégraie D (t) du système (2 ter) 
issue de A**) correspond une intégrale ¥ (t) du même système 


issue de B, telle que 
(t) < P(E (7) 


*###) E. Kamke l. c. Satz 9. 

>$2**) Ce théoreme peut n'être pas juste dans aucun voisinage à droite 
de A, tout petit qu'il soit. Il n’est donc pas juste mêmé au sens local. 

*) On a, par définition, D+® (t) = (D +9, (£), ..., D+ Pp (t) où 
D + p; (s) désigne le nombre dérivé inférieur à droite de ¢; (t). 

**) Ceci veut dire que P’(t) = G (t,® (t)). Si l’on remplace cette égalité 
dans l'énoncé du présent théorème, par l'inégalité (5), linégalité (7) reste 
vraie a fortiori. 


8” 
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dans un petit voisinage a droite de A et B, alors le systeme 
(2 ter) remplit Hypothèse K dans £2. 

Si nous supposons en plus que l’inégalité (7) ait lieu dans 
un voisinage bilatéral de A et B alors (cf. Théoréme 4 du § 5) 
le système (2 ter) est forcément de la forme 


dYa 
ar 7 E 6 Yi), ((=1,..., n) (8) 


où la fonction g' ne dépend d’aucune des variables y1, ..., 
Yi—1> Vitis» Yne 
Ce système présente une „juxtaposition“ des n équations 


dont chacune séparément présente une équation à une fonc- 
tion inconue. 


Nous voyons ainsi que la propriété a, d'une seule équa- 
tion différentielle, relative au voisinage bilatéral, ne peut pas 
être étendue aux systèmes d’équations différentielles a l’ex- 
ception du cas banal d‘une juxtaposition des équations à une 
fonction inconnue. 


On voit aussi que, pour 2 jouissant de la Propriété P 
ce sont exclusivement les systèmes d'équations différen- 
tielles remplissant l’Hypothèse K qui se prêtent à une 
majoration des intégrales de tous les systèmes minorés dans 
un voisinage a droite du point initial. *) 


En posant t= — <rt dans l'équation (2) on obtient un sys- 
teme 
d Y, i 
dt — h (t, Vis: 3 y,) 


tel que la fonction h, (i—1,..., n) est décroissante au sens 
large relativement à chacune de variables y,,..., Yi—is Vitis «++» Yn- 
Pour les intégrales de ce système auront lieu les pro- 
priétés analogues dans un voisinage à gauche du point 
initial. 
Nous appliquons le théorème relatif à l'inégalité (5) à la 
limitation des modules d’intégrales (§ 8 et 9) et nous en 


*) C'est une simple conséquence du Théorème 3 du § 2. 
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déduisons un critère d’unicité (§ 10) consistant à la compa- 
raison d'un système avec un autre. 

Dans le § 9 nous indiquons une méthode de solution 
approchée des systèmes d’équations différentielles et de la 
limitation de l'erreur. A titre d'exemple nous donnons une 
limitation (meuilleure que les limitations courantes) de Fer- 
reur que l’on commet en supprimant dans le développe- 
ment de Taylor des seconds membres d'un système, les 
puissances supérieures à 1 et en considérant les intégrales 
du système ainsi simplifié comme solutions approchées du 
système primitif. 

Le terrain d'applications des inégalités différentielles 
traitées dans le présent travail est vaste. 

Nous avons énoncé certains propositions moins géné- 
rales sur ce sujet dans nos travaux antérieurs et nous les 
avons appliquées à: 
1°) la limitation du domaine d’existence des intégrales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre, **) 

2) problème d’unicité et de la limitation des intégrales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre et de 
certains systèmes de telle sorte, ***) 

3) problème d’existence des intégrales de certains systèmes 
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, ****) 
4) la limitation du domaine d’existence et des modules des 
intégrales des systèmes d'équations différentielles ordinaires 


Se at ale aly oly 


dans le domaine des variables complexes. *****) 


Un théorème remarquable rentrant dans le même ordre 
d'idées a été trouvé par M. J. Mikusinski*) et 
appliqué à un problème constituant une généralisation du 
problème de Sturm. 


**) Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIII (1934) p. 3. 

***) Rendiconti dei Lincei T. XVIII serie 6, 2° sem, fasc. 9 (1933) 
p. 3/3. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1. 

****) Ces Annales T. XV 1936 p. 103. 

$+#%#) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97. 

>) J. Mikusinski. Sur un problème d'interpolation pour les intégrales 
des équations différentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX 
p. 165). 
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M. J. Szarski**) a démontré que l'inégalité (6) sub- 
siste lorsque l’on remplace l'inégalité (5) par l'inégalité 


i (t) <G (t, & (t)) 


et lorsque l’on suppose que cette inégalité ait lieu presque 
partout, que les fonctions de la suite ® (t) = (o, (t),.... æ.(#)) 


soient absolument continues généralisées au sens plus large 
et le premier membre de cette inégalité designe la suite 
des dérivées approximatives des fonctions œi(#). 


§ 1. Systemes aux deuxièmes membres croissants. In- 
tégrales supérieure et inférieure. Théorèmes sur les iné- 
salités différentielles. 


Hypothése H. 1°) Les fonctions 
TAC D ye — alas er) (1, 1) 
sont continues dans un ensemble ouvert £2 de l’espace des 
points (t, y',,.., y"), 2°) Si, pour un i quelconque (i= 1,..., n) 
les points 
SONORE: D or: Poe a an) 


B, = (t, OF Roag ae Dia C, Dis 9 b,) 


appartiennent a Q et 
as be (= ee, DE SS en) 
alors 


f(A) < F(B)). 


Hypothése K. 1°) La fonction f', (cf. 1, 1) est continue 
dans un ensemble ouvert 2, 2°) Elle est une fonction crois- 
sante (au sens large) de chacune des variables y!,..., y'—, 
y't! ..., y" séparément. *) 


Remarque. L’ Hypothèse H a pour coséquence l Hypothèse 
K. L’inverse n’est vrai que pour une classe tout-à-fait spéciale 
des ensembles 2. 


**) J. Szarski. Sur un systeme d’inégalités diffférentielles (Ann. Soc. 
Polon. de Math. T. XX. p. 126). 


+) C-a-d. fi (t, yt.. vit kÍ, yiti,.... yr) filt, yl, LU, 
Vil oe... yn) lorsque i + j et k? >I/, On ne suppose pas que f soit 
croissante relativement à y! et t. 
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Afin de caractériser une telle classe nous introduirons 
la notion suivante. 

Soient P=(t,p, hep.) ae) — (as Q . ..., q ) deux points 
du plan {—=7. On dira que 

P<Q 

lorsque p <q, (i=1,..., n). On dira qu’une ligne polygonale 
des sommetsA,,..., A, situés dans un plan £= 7 est simple- 
ment croissante lorsque À, <4,,,,(v—1,...,r—1) et lors- 
que chaque segment [A,, Ai] est parallèle à un des axes 
Ve Te 2 

Propriété P. Nous dirons qu’un ensemble ouvert { de 


l’espace des points f,y',..., y” jouit de la Propriété P lorsque 
toute couple des points 
A= Gr: a), ene, aj_) C: FEET tery a), 


B= (r, Dy ae i Ope On O pga, sens Oe) 
apartenant à Q et tels que A< B, se laisse joindre par une 
ligne polygonale simplement croissante qui est contenue 
dans £2. 

La Propriété P a lieu lorsque, en particulier, pour chaque 
couple de points P, Q, (P <Q) de la section de 2 par un 
plan quelconque t= rq, le segment [A, B] fait partie de Q. 

L’ensemble Q jouit évidemment aussi de la Propriété P 
lorsque chaque section de Q par le plan t= c constitue un 
paralellépipède 

— œo< a(c) <y, <£ (c) < + œ **) 


On a évidemment la 


Proposition 1. Pour tout ensemble & jouissant de la 
Propriété P les Hypotheses H et K sont équivalentes. 

Proposition 2. Dans le cas n= 1 les Hypothèses H et K 
sont évidemment vérifiées pour tout ensemble £2 des points 
(£, yı). 

Dans le cas n = 2 les Hypotheses H et K sont évidem- 
ment équivalentes pour tout ensemble 2 des points (t, y1, Yə). 


**) Ce paralellépipède peut coïncider, en particulier. avec le plan t= c 
tout entier. 


120 TADEUSZ WAZEWSKI 


Lemme 1. Admettons l'hypothèse H relativement aux 
deuxièmes membres du système des équations différentielles 


dy! 


Ag wh (EVER à y"), (oe (1, 2). 


Nous supposons en plus que la courbe 
Ve ee) ae) 
envisagée dans l'intervalle 
tj <t<a (1, 3) 
soit contenue dans £2 et continue dans cet intervalle et que 
Bt Gal Teh a) 
soit une intégrale du système (1,2) définie dans le même 
intervalle c.-a-d. que 


de = f! (#, D 1 (£). .., ®" (#)), (i=1,..., n), 


Ceci étant admis on a les propriétés suivantes: 
I. Si pour i=1,...,7n 
à: y' (to) < g' (Lo) 
D+ yi (£) < fi (t, yt (8,..., Y"), (fo << a) 
D) < fi (t, y! OM Y (E), (to <t<a) 
alors pour les mêmes indices i 
pi (t) < gi (t), (fo <t<a) (1,4) 
II). Si pour i=1, ...,n 
y' (f ) 2 g (to), 
D, yf >F (t, y'@, ..-, Y"), o<t<a)*) 
Dav (t) >f (t, ir sea" (LACET ta) 
alors pour les mémes indices i 
y’ (t) > g (t), (to < t< a) 


Démonstration. Pour un € > 0 suffisament petit l'inégalité 
(1,4) a lieu dans l'intervalle fo < to + « C'est évident pour 
les indices i pour lesquels y'(to) < g'(fo). C’est aussi vrai 


*) D+ y: D-y désignent respectivement les nombres dérivés su- 
périeurs à droite et à gauche, D+ y, D— y les nombres dérivés de y 
inférieurs à dioite et a gauche. 
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lorsque w'(fo) = (to) car on a D+ y! (fo) < 
F (fo, w'(to),.-., w' (to), Y! (fo), wT (fo), .... W” (fo) = 
E fo,” BiG) ste mo) np Co), PAGE eu (lo) < 
Eohi ps (to) pe.) ie (to) , p' (to) , pire (to) ag ee (fo) = 
d p 
FE 
Il en résulte que D, (y'(£) — p (t)) -u <0, y (to) — o (to) = 0 
et, par suite, on a pour un ¢«>0O suffisamment petit y' (t) — 
— pi (t)<0 lorsque p< f<t)+¢ et i=l, ..., N. 
Supposons que pour un f 
Lo x fo T Esa t<a 
le système d’inégalités (1,4) ne soit pas rempli et désignons 
par t, la borne inférieure de tels ¢. On aura 
fo < Lo +te<f,<a 
y' (t) < ø (t), G=1,..., n) 
y' (t) < g (t) [pour i=1,..., net focal be (1,5) 
et, pour un certain indice i = k, 
y“ (t) = g“ (tı) 
Au moyen d'un raisonnement analogue au précédent on 


2 d wk | l 
en conclut que D- y* (tı) < ! a7 | et par suite, 7 >0 étant 
t= tı 


suffisamment petit on aura, pour {; —n<t<t; l'inégalité 
w* (t) > gf (t) contrairement à (1,5). 

La démonstration de la partie II du présent lemme est 
analogue. 

Définition. Une intégrale y'= Y'(f) d'un système d’équa- 
tions différentielles 

y(t) = gd, yi), ..., y"), G@=1,..., n) (1,6) 

issue d’un point (fo, Y5,-.. yo) et définie dans un inter- 
valle 4 contenant fo, est dite intégrale supérieure relative 
à ce point et à cet intervalle lorsque pour chaque intégra- 
le yt = y' (t), Ü—=1,..., n) issue du même point et définie 
dans un intervalle 4; (où to € 4: C 14)*) on a: 


*) toe JZ, désigne que fy est un élément de 4, et 4, C À veut dire 
que J, fait partie de 4. 
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y! (f)< Y'(#) lorsque i=1,..., n et te J, 
En remplaçant ce système d'inégalités par le système: 
VIT (Cy) “lorsque: 7 Hier" tee 
on obtient la définition de l'intégrale inférieure relative au 
point (fo, yl,..., Yo) et à l'intervalle 4. 


Remarque 1. Si dans chaque intervalle 4, (où fe 4,C 4) 
le système (1,6) admet une intégrale unique passant par 
(to, yi,.--, y?) alors cette intégrale unique constitue à la 
fois intégrale supérieure et inférieure relative à ce point et 
a À. 

Si le système (1,6) se réduit à une seule équation 
y! (t) = g'(#, y!) dont le deuxième membre est défini et con- 
tinu dans un ensemble ouvert 2, alors*) par chaque point 
de {2 il passe une intégrale supérieure et une intégrale in- 
férieure qui peuvent étre prolongées a droite et a gauche 
de facon a tendre vers la frontiére de 2. 


Dans le cas où n=2 et les fonctions g'(f, y',..., y") sont 
continues dans un ensemble ouvert 2 il peut arriver que, 
par un point (fa, yj,..., ys) de Q il ne passe aucune inté- 
grale supérieure (ni inférieure) relative à ce point et à un 
intervalle 4 quel petit que soit 4 *) 


Théorème [.***) Dans Hypothèse H il passe par tout 
point (f,, yj,.... yy de 2 une intégrale supérieure J (et une 
intégrale inférieure J) du système (1,2) relative à ce point 
et à un intervalle {,<t<a. Le nombre a peut être choisi 


de façon qu’un point M variant sur J tend vers la frontière 
de Q lorsque ¢ tend vers a. 


Démonstration. Choisissons k >0 de façon que l'hyper- 


cube 
RS KES T E yi lasek RER a) (1,7) 


*) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78. 
Ce livre sera cité dans la suite comme D. R. F. 

**) E. Kamke. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59. 

***) Ce théorème correspondond au Satz 7 de M. Kamke (Acta 
Math. l. c. p. 79) qui nécessite une hypothèse accessoire. 
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soit contenu dans £2 et choisissons M de façon que l’on 


ait |F| +1<M pour les points de ce cube. Posons h == 


Le système S, 


VUE PS: | s 
aa a eee O, (S,) 
admet au moins une intégrale J, 
SAOSA leu (J,) 
issue du point (tọ, yl,,.., y9), définie pour 
t{s<t<t,th (1, 8) 


et située dans le cube (1, 7). Soit 
y= (D CU Fen) 


une intégrale quelconque du systéme (1, 2) issue du méme 
point et définie dans l'intervalle (1, 8).*) On vérifie facile- 
ment quelle est située dans le cube (1, 7) et, 4 plus forte 
raison, dans £2. On a dans l'intervalle (1, 8) 


OF E o, Drees 0, D) <A EO seo OO) + 5 


"1 t n 1 
y(t) =F (t, eile) os y»+ı (t) + y ein a 
; 1 
T E 
VO PR (D :. AN) 
et par suite on a(cf. le lemme précédent) 
oi (t) < VAR D NS LS to + h). 
La suite y. (t) est donc convergente vers une fonction 
t'(t) pour laquelle 
oth) Sa O EE fe (1, 9) 


La convergence étant uniforme [car en en raison de | yt |= 
if (t,y),...)|<M les fonctions y sont également continues 
dans (1, 8)] la courbe yt = ti (t) constitue une intégrale du 


*) Une telle intégrale existe cf. E. Kamke D. R. F. p. 128, Satz 4. 
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système (1, 2),**) elle passe par le point (to, y},..., y?) et 
est renfermée dans le cube (1, 7). Elle constitue l’intégrale 
supérieure de (1,2) relative au point (fo, yj,..., yj) et à 
l'intervalle (1, 8) car les inégalités (1, 9) subsistent pour 
toutes les intégrales y? =o (t) de (1,2) issues du point 
(to, Yo,..., y5). Par le procédé présenté dans le manuel 
de M. Kamke*) on peut prolonger l'intégrale supérieure du 
côté droit de f) de façon quelle tende vers la frontière 
de Q. 

La démonstration relative à l'intégrale inférieure est 
analogue. 

Théorème 2. Admettons | Hypothèse H. Supposons que 
les fonctions y'(¢t), (i— 1,...,n) soient continues dans l'in- 
tervalle 

fo < t < a (1, 10) 
et que la courbe y'= y'(f), (i =1,..., n) envisagée dans cet 
intervalle, soit englobée par £2. Soient 

A= (tp 8p- 8n), BS (to b. -> b 
deux points de £2 pour lesquels on a 
aks b lUs Ln. 


Dans cette hypothèse subsistent les propositions sui- 
vantes: 
I) Si la courbe y' = y' (t) passe par A et l'intégrale supé- 
rieure y! =7' (t), (i= 1,..., n) du système (1, 2) relative au 
point B existe dans l'intervalle (1,10) alors (par l'hypothèse 
même) 
apt Ad) RS D), (i Sa ee) (1,10a) 
et chacun séparément des systèmes de relations (1,11), 
(1.12), (1,12a) (avec i = 1,..., n) 
D +y’ (t) < F (t, y! (£), ..., y” (£)) pourto<t<a (1,11) 
D SSE (PRE en O, Ya (1,12) 


**) On le démontre en faissant tendre » vers © dans l'égalité y! (t) = 
t 
= fi [tity vb OH] do yi. 
*) Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930 
p. 135. 
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d ra Ce fi (t, y! (#). yn (t)) (1,12 a) 


implique A inégalités *) 

yi (<i (t) pour i=1,...,n; to<t<a (1,13) 
II. Si la courbe y' = w' (t) passe par B et l'intégrale infé- 
rieure du système (1, 2) yi = 7! (t) relative au point A existe 
dans lintervalle (1,10) alors (par l'hypothèse même) 

n (t) —ai Sbi = y' (to), GS lysin) (1,14) 

et chacun séparément des systèmes de relations (1,15), 
(1,16), (1,16a) 
D + y’ ()H>fF (t, y! (£) ,..., y” (Ð) pour i = 1,..., n; to < £ < a (1,15) 


Deco Cap Cet. PO 7 s (1,16) 
ae > Eye, (D) a y ,  (1,16a) 


implique les inégalités 
yp! (t) > ni (t) pour i= 1,:7., n; << a (1,17) 
Démonstration. Nous EE Ri le cas de linégalité 
(1,11). Posons 


F' (t) = y — | F(s, v'(s),..., w” (s)) ds. 


En vertu de (1,11) et de la continuité de f' (s, y! (s),..., y” (s) 
on aura 
D + F' (t) <0 pour fy) << t< a 


La fonction F' (t) étant continue, il en résulte qu’elle est 
décroissante au sens large **) dans l'intervalle fp)<t<a et, 
en raison de sa continuité, aussi dans l'intervalle to < t< a. 


*) Les systemes dďd'égalités (1,12a) et (1,16a) expriment que la courbe 
yi = yi (t) est une intégrale du système (1,2). 


**) Pour s >0 posons G! (e,t) = F! (t)— et. On a D+Gi (zg, t) <0 
lorsque tf < t < a. Supposons que tọ < t, Lt La et Gi (e,t) < 
Gi (e, t2). Soit t, le maximum de ¢ pour lesquels t, < É< t, Gi (e, t) = 
Gi (e,t). Onat,< ts < ty, Gi (e,t) = Gi (e, t) < Gi E t i et Gi (e, ts) < 
Gi (e,t) lorsque t< t < ty. De Ja il vient que D Gi (e, ts) >0, ce qui 
est impossible. On a donc Gt (e, t,) > Gi (e, t,) lorsque ty) < ty < t:< a, 
d'où pour & > 0 on obtient Ft (t) > Fi (ft). 
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De là il résulte que D +Fi (t) <0 pour {9 <t <a. 
Il s'ensuit que pour » = 1, 2,... 


Devi (E) < F (t, y! O,... py" ()) += lorsque fp <t <a, 
ep ACTE whee ee +2 lorsque ty < t <a. 


En gardant les notations de la démonstration du Théo- 
rème 1 on en conclut en vertu du Lemme 1, que 


y (t) < yi (£), (to < t <to +h) 
et en passant à la limite v >+ 
y’ (t) < t’ (t), (to a t a fo + h). 


Ces inégalités subsistent aussi pour ftp < t< a. 
Dans le cas contraire, en désignant par f; la borne inférieure 
des f 

fo ae h L t <a 


pour lesquels ces inégalités ne subsisteraient pas a la fois 
on aurait 


y (t) <T (tı) 3 (i T l, ee oy n) 


En appliquant au point f, le raisonnement appliqué tout 
à l'heure au point ¢ on aboutirait à la conclusion que les 
inégalités en question subsisteraient dans un intervalle t< tı + 
+ hı, (hı >0) contrairement à la définition de t4. 


Le cas des inégalités (1,12) et la partie II du présent théo- 
rème peuvent être établis dans une voie pareille. 


Du théorème précédent résulte immédiatement le suivant 
corollaire. 


Corollaire 1. Admettons Hypothèse H et soient A = 
= (Aen a B= M br 0 adeux pointside © 
pour lesquels a, <b,, (i=1,..., n). Cela posé on a les 
propriétés suivantes I, II et III. 

I). A chaque intégrale y' = wi (t), (i—1,..., n) issue 
de A (du système 1,2) corespond au moins une intégrale 

i — 7 (t), (i=1,..., n) du même système passant par B 
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(et notamment l'intégrale supérieure), telle que pour un ¢>0 
suffisamment petit on a 
w (f)<7' (£) lorsque fp9<t<to te. 

II). A chaque intégrale du même système y' = y' (t) qui 
passe par B correspond au moins une intégrale du même 
système (l’intégrale inférieure) y! = f (t) qui pour un petit 
e > 0 remplit les inégalités n! (t) < y (t) pour to <t<to+e. 

III). Si par chaque point de 2 il passe une intégrale unique 
du système (1,2) et yi = y’ (t), (G=1,..., n); et (t) 
désignent les intégrales passant respectivement par A et B, 
alors y' (Ð) < t' (t) dans tout intervalle to < t< a dans lequel 
ces intégrales existent simultanément. 


§ 2. La nécessité de Hypothèse K pour la vérité des 
théorèmes sur les inégalités diférentielles du paragraphe 
précédent. 


Il se pose le problème de savoir dans quelle mesure l’'Hy- 
pothese K est essentielle pour le vérité du Théorème 2. 


Or l'exemple présenté plus tard (cf. p. 131) montre que 
Hypothèse K n'est pas suffisante à cet effet lorsque len- 
semble ne jouit pas de la Propriété P (cf. p. 119). 


En adoptant la Propriété P et l'Hypothèse K (au lieu de H) 
nous déduirons du Théorème 2 le théorème qui suit. Ce 
théorème n'utilisera pas la notion des intégrales supérieure 
et inférieure (dont l'existence a été prouvée sous l’'Hypothèse 
H ou bien sous l'Hypothèse K associée de la Propriété P). 
On obtiendra ainsi une légère modification du Théorème 2 
pour laquelle on prouvera ensuite la nécessité de Hypothèse K. 


Théorème 2a. Supposons que la section de l’ensemble 
ouvert par un plan quelconque { — c représente un paral- 
lélépipède 

—o<a(c)<y' <fec) <+ œ (2,1) 
(ou plus généralement adoptons la Propriété P (cf. p. 119)). 

Adoptons relativement aux fonctions f' (cf. 1,2) l’Hypo- 
thésemk Solent =4.— (7,4 4,, . 0% ass B ab emcee») 
deux points de 2 pour lesquels on a: a <b, G=1,..., n). 
Dans cette hvpothèse subsistent les propositions suivantes. 
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I. Si une courbe continue y'—y'(f), (i=1, ..., n) faisant 
partie de Q passe par A et remplit un des trois systèmes 
de relations (1,11), (1,12), (1,12a) alors il existe une intégrale 
y = 71 (t), (i—1,...,n) du système (1,2) qui passe par B 
et remplit les inégalités (1,13) dans un intervalle t< t< to + € 
(pour un e> 0 suffisamment petit). 

IJ. Si une courbe continue y' = y’' (t) englobée par Q 
passe par B et remplit un des trois systemes de relations 
(1,15), (1,16), (1,16a) alors il existe une intégrale y' = 7/ (£) 
du systeme (1,2) qui passe par A et remplit les inégalités 
(1,17) dans un intervalle suffisamment petit f< £< to + €. 

Démonstration. L’ensemble 2 jouit, par l'hypothèse, de 
la Propriété P. L’Hypothese K entraîne donc l Hypothèse H 
(cf. Proposition 1). Le présent théorème résulte, par con- 
séquent, immédiatement du Théorème 2. 

Avant de prouver que |’Hypothese K est essentielle pour 
la vérité du Théorème 2a nous établirons Je suivant 


Lemme 2. Admettons les hypothèses suivantes: 
1°) Les fonctions f' figurant dans le système (1,2) sont 
continues dans un ensemble ouvert £2. 
2°) Si 
A= (th, md ie a) Bb}, Last b:) 
sont deux points de 2 pour lesquels 
a <b,;, (—=1,../;n) (22) 


et si y! = yi(f) est une intégrale du système (1,2) passant 
par A, alors il existe une intégrale du même système y' = 
—=t' (t), (i=1, ..., n) qui passe par B et satisfait aux 
inégalités 

yi (t)<ti (t) pour i=1,...,n'et to<t<to+e (2,3) 
(où :>0 est un nombre suffisamment petit) *). 

Ceci étant admit nous affirmons que 

a) les fonctions f' satisfont à Hypothèse K, c-a-d. la fonc 


*) Le présent lemme reste vrai lorsque l’on remplace l'hypothèse 2° 
par la suivante hypothèse 2 bis: Si les points A et B appartiennent à 2 
et remplissent les inégalités (2,2) alors à chaque intégrale du système (1,2) 
issue de B correspond une intégrale de ce système qui passe par À et 
remplit les inégalités (2.3). 
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tion ff, ((=1,...,n) est une fonction croissante (au sens 
large) de chacune de variables y',..., y'T!, y't!,..., y" séparé- 
ment; 


B) dans le cas ou l’ensemble $2 jouit de la Propriété P 
(cf. p. 119)*) les fonctions f' remplissent dans © l’Hypothése 
H du § 1. 


Demonstration. Supposons que les points 

PIA by Cea Cl: Di Chirs seen, Cp) 

D one Me Gio Sei: en 
appartiennent à 2 et que p; < q,. Afin d'établir la partie 
a) du présent lemme il suffit de prouver que 

F (P) < F(Q) pour if); (2, 4) 


Soit y= y* (t), (k==1,..., n), une intégrale du système 
(1, 2) issue du point P. En vertu de la prémisse 2° du pré- 
sent lemme il existe une intégrale y* =<" (t) issue de point 
Q qui satisfait aux inégalités (2, 3). 

On a 


w' (fo) = To) = c, pour ia N. 
En rapprochant ces égalités des inégalités (2, 3) on obtient 
y' (E) — y" (bo > t (t) — r (£o) 
£— fo | f—tTp 
d’où à la limite y' (fo) < w(t), (Æj). En remarquant que 
w' (to) = Fi (P), t (to) = fF (Q) on en déduit les inégalites (2,4). 


La partie £) du présent lemme résulte de la partie a) 
en vertu de la Proposition 1 du § 1. 


(Æj, to <t<to+e) 


Théorème 3. Supposons que la section de l’ensemble 
ouvert { par un plan quelconque t= c représente un pa- 
rallélépipede de la forme (2,1) ou plus généralement sup- 
posons que l’ensemble 2 jouisse de la Propriété P (cf. p. 119). 


*) L'ensemble 2 jouit de la Propriété P par exemple dans le cas où 
la section de 2 par un plan quelconque ¢ =c constitue un parallélépipède 
de la forme 12,1). 
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Ceci étant admis chacune des Hypotheses H et K du 
§ 1 est nécessaire pour chacune de six parties du Théo- 
rème 2a.*) 


Démonstration. La nécessité des Hypotheses H et K 
pour la vérité de cette partie du Théorème 2a qui se 
rapporte au système des relations (1, 12a) a été établie dans 
le lemme précédent. 


Or la vérité de la partie de ce théorème qui se rapporte 
a (1,11) (ou 1, 12) a pour coséquence la vérité de sa partie 
relative à (1, 12a). Il en résulte que chacune des Hypothèses 
H et K constitue une condition nécessaire pour les parties 
du Théorème 2a qui se rapportent aux systèmes des rela- 
tions (1, 11) et (1, 12). — La nécessité pour les parties re- 
latives à (1,15), (1, 16) et (1, 16a) s'établit d’une façon ana- 
logue. 


§ 3. L'insuffisance de l'Hypothèse K pour la prolongea- 
bilité de l'intégrale supérieure a droite jusqu’ à la fron- 
tière du domaine. 


A 


Proposition 3. Si le système (1,2) remplit l'Hypothèse K 
dans un ensemble ouvert & alors par chaque point 
A= (f), a,,..., a,) de 2 il passe une intégrale supérieure 
a droite valable dans un intervalle f,<¢<f,+¢, pourvu 
que € > 0 soit un nombre suffisamment petit. 


Autrement dit, l'Hypothèse K assure l'existence locale 
de l'intégrale supérieure à droite. 


Démonstration. Soit {—{,|< h, y'—a,|<h, (i=1....,n) 
un cube contenu dans £2. Ce cube jouit de de la Propriété 
P du 1. Le système (1,2) remplit donc, dans ce cube, 
l’'Hypothèse H (cf. Proposition 1). Il existe, par conséquent, 
l'intégrale supérieure à droite du système (1,2) issue de A 
et pouvant être prolongée jusqu'à la frontière de ce cube 
(cf Théorème 1). 


*) Il s'agit de six parties du Théorème 2a qui se rapportent respective- 
ment aux systèmes de relations (1,11), (1,12). (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a). 
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Proposition 4. Si le système (1,2) remplit dans © l'Hy- 
pothèse K alors par chaque point A= (ti, a,,..., a) de Q 
il passe une intégrale y'= t (t), (i =1,..., n) définie dans 
un intervalle {,<t<b< + © jouissant des propriétés sui- 
vantes: 1°) elle tend vers la frontière de 2 lorsque £ tend 
vers b; 
2°) si {o<t, <b< + œ alors elle constitue l'intégrale supérieure 
a droite du système (1,2) issue du point (f,, 7, (#,),..., 1,(¢,)) 
relative à un intervalle f;<¢<?t, + e(#,) où e(f;)>0 désigne 
un nombre suftisamment petit. 


Ceci résulte immédiatement de la Proposition 3 et d’un 
théorème bien connu sur la possibilité du prolongement d’une 
intégrale jusqu'à la frontière de 2. 


Remarque la. [Il peut arriver (voir Exemple qui suit) que 
cette intégrale y' = t (t) n'est pas une intégrale supérieure 
à droite du système (1,2) relativement au point de départ A 
et à un intervalle t <t<c<b. Il se peut bien qu'il existe 
une autre intégrale yi = 7 (t), i=1,..., n) issue de À 
qui existe dans l'intervalle fh) <¢<c et qui ne remplit pas 
les inégalités n; (£) <q (t£), @G=1, ..., n) pour un ¢,(t,<t,<c} 
suffisamment éloigné de fo. 


Exemple Nous allons construire un exemple d’un sys- 
teme de trois*) equations différentielles 


dy; 

dt = f, (t, Yi> V2: Ya), (i=l, 24 3) (3,1) 
vérifiant | Hypothése K dans un ensemble ouvert {2 pour 
lequel il n’existe aucune intégrale supérieure a droite issue 
d'un certain point et tendant vers la frontière de 2 lorsque t 
tend en croissant vers une certaine limite*”*). 


*) Un exemple analogue pour un système de deux équations est im- 
possible en vertu de la Proposition 2 du 8 1. 

**) Le role de cet exemple dans la théorie qui nous occupe devient 
plus clair lorsque l'on tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re- 
marque la du présent paragraphe. 


9” 
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Il en résulte que ni le Théorème 1 ni le Théorème 2 ne 
sont pas vrais lorsque l'on y remplace l'Hypothese H par 
l’Hypothése K. 


I. Posons 
w(t)=3V 2 £ (3—28). (3,2) 
On a 
w ()=18V 2 t(1—t?) (3,3) 
w(0)=0, w(=3V 2, w'(0)=0, w’(1)=—0, (3,4) 
w (t)=07 58> 0 pour 0h), (3,5) 


II. Considérons sur le plan des variables t, z les trois 
familles F,, Fə, Fs des courbes définies dans l'intervalle 
0<t<1 et dépendant respectivement des paramètres a, 8 et y 

z=a, (—~<a< 0) (famille F,) 
z=fwit), (0<B<1) (famille F») 
z = w(t)+y, (0<y<+o) (famille F3) 
et reunissons ces familles en une seule famille F=F,+ F.+ Fs. 
On vo't facilement que deux courbes de cette famille ayant 
un point commun P ont la méme tangente au point P. II 
est ainsi clair que par chaque point de la bande 
O<t<1, —~<z<+0 (3,6) 
il passe au moins une courbe de la famille F. Les courbes 
de la famille F const:tuent donc les intégrales d’une équation 
différentielle 


ize Ne 
dt M À h (t, z) (3,7) 
La fonction h (t, z) est définie de la façon suivante: 
h(£z)= 0 pour 0<t<1, z<0 (3,8) 
ETOEN* pour 0<t< O<z<w(é), (3,9) 


h(t.z)= w (t) pour 0<f<1, z>w(?). (3,10) 


On vérif e facilement les propriétés suivantes Pi, Pz, D3 et Pa. 
pi) h(t,z) est co: tinue dans la bande (3,6). 
p2) h(0,z) = h(l,z) = 0 pour —œ<z< +œ, 
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Ds) h(t,z) est croissante au sens large relativement à z (cf. 
(3,8), (3,9), (3,10) et (,6)). 
ps) Les courbes dela famille F, constituent toutes les intégra- 
les de l'équation (3,7) issues du point t=0, z=0. L'intégrale 
inférieure de (3,7) issue de l’origine est donc z= 0 et l'in- 
tégrale supérieure z = w (t). Ces intégrales existent dans 
l'intervalle 0<f< 1. 

III. Considérons maintenant le système des équations 
différentielles 

z=hi(t,z),v —=0, (3,11) 
dont les deuxièmes membres sont définies dans l’ensemble 
DRE RE a er <a) Se race 
ps) En vertu de la propriété p4 les courbes dépendant du 
paramètre ß 
z= pw (Dr 04 (0 <6 <1) 

constituent toutes les intégrales du systéme (3,11) issues de 
l'originet = z = vy — 

IV. Nous assujettirons maintenant le système (3, 11) à la 
transformation 


I 
Pg Pad al | 


NC Cl. 
=(—y; + yp). 


yńŅy — 


Le système (3, 11) passera ainsi en système 


dyi mi ay) | 


dt f 2 r 2 Vo 
(3, 12) 
Eh, sey, + y) 
7 2 y 21 4/9 


dont les deuxièmes membres sont définis dans la bande 
0<t<1, —œ< y, < +o (i=1,2. 


y sont continues et croissant au sens large par rapport à 
chacune des variables y, et y, séparément (cf. p,). 

p) En vertu de p; les courbes de la famille suivante dépen- 
dant du paramètre £ 
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= bw (A, y= 7w, O<B<D 


présentent la totalité des intégrales du système (3, 12) issues 
de l’origine t= y, =y, =Q. 
V. Considérons maintenant quatre ensembles 2; (i=1,2,3,4) 
définis respectivement par les relations suivantes: 
—oæ<t<0, —æ<y,<+o, (i=1,2,3,) (ensemble 2,) 
0<t<1,—~<y,<+o, (i=l, 2,3) (ensemble 2,) 
1<t<+~, y, +yz <1,—“<y,<+-~ (ensemble Q,) 
1<t<+~%, (y,—3)'+(y,—3) <1, —~<y <+% 
(ensemble 2,) 
et posons 
O= 9, + 2, + 2, + Q,. 
L'ensemble 2 est évidemment ouvert. Nous définirons main- 
tenant dans 2 le système d’équations differentielles (3, 1) 
de la façon suivante. Nous posons 


FE Yi, Ya Y) = 0, (i= 1, 2, 3) dans €, (9,15) 
l l 1 

Del nn METRE ECS i, = 0 dans 2, (3,14) 

i, =f,=f,=0 dans 9, (3.15) 

f = Oa N = 1—1 ein a cha cae 


Or il est évident que les fonctions f,, f,, f, sont continues 
en tout point (t, y,, Y» Y3) de 2 pour lequel t0 et 41. 
La continuité des f; dans le cas où f — 0 ou bien f=—1 ré- 
sulte de la propriété p». 

VI. Nous allons démontrer que le système (3, 1) remplit 
dans Q Hypothèse K du § 1. Nous démontrerons que 
chaque fonction f, (t = 1, 2, 3) est croissante aus sens large 
relativement à chacune des variables yi, yz, Y3. 


C'est évident pour ¢<0 (cf. 3, 13). C’est une consé- 
quence de (3,14), p, et (3,4) pour 0< Ł<1. Il reste le 
cas f 21. Soient P= (t, Vi, Y2, Va) et P -= (t, V1, Yo, Va) deux 
points de { pour lesquels t > 1, Ya < y, (pour un certain in- 
dice a), tandis que y = yi lorsque i Æa. Les points P et 


Mans 


P appartiennent évidemment à +82,4. On démontre faci- 
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lement en raison de la definition de 23; et 2, que les points 
P et P appartiennent ou bien à la fois à Q, ou bien ils 
appartiennent tous les deux à £,. Dans chacun de ces cas 
on voit en vertu de (3,15) et (3,16), que fi (P)=fi (P). La 
croissance en question des fonctions fi se trouve ainsi dé- 
montrée. 


VII. Soit 
SG ARS 18256) (3,17) 
une intégrale quelconque du système (3,1) issue du point 
t= Yi = y: = y = 0 (3,18) 
qui tend vers la frontière de 22 lorsque t croît. Soit 
0<t<a (3,19) 


son maximal intervalle d'existence. *) Nous prouverons 
que intégrale (3,17) ne peut pas être intégrale supérieure à 
droite relativement au point initial (3,18) et à Vintervalle 
(3,19). **) 


Supposons que (3,17) soit intégrale supérieure à droite du 
système (3,1) relative au point initial (3,18) et à Pinter- 
valle (3,19). Soit 


0O<t<] (3,20) 
En vertu de (3,14), pę et (3,4) la courbe 


| y= y= w (t), y, = 0, (0<t<1) 
y 2 


constitue l'intégrale supérieure à droite du système (3,1) 
relative au point initial (3,18) et à l'intervalle (3,20). Deux 
intégrales d'une telle sorte étant identiques on a 


OS OS 75 De (D = 0 pour 0 t= I: 


€) Si t tend en croissant vers a, l'intégrale (317) tend vers la fron- 
tiere de 2. 

+*+) (317) étant une intégrale quelconque du systeme (3.1) issue du 
point (3,18) et tendant vers la frontière de $2, nous prouverons en même 
temps qu'il n’existe pas une intégrale supérieure a droite issue de (3.18) 
et tendant vers la frontière de (2. 
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En vertu de (3,4) il s’ensuit que 
Ti (1) — To (1) = 3, Ts (1) = 0. 
L’intégrale (3,17) passe donc par le point 
t=], yı =3, Y: = 3, ys — 0. 


Ce point appartient à {4. En raison de (3,16) on aura done 
a (t) = w(t) = 3, n= 1) pour 1<Ł< 1+e 


lorsque €> 0 est suffisamment petit, 
On aura, en particulier, 

ta (t) <0 pour 1<t<1l+e, (3,21) 
En vertu de (3,14), ps, (3.4) et (3,15) 
la courbe 

y = ni (t)= 0, (i= 1l, 2, 3), (O< É< +œ) 
constitue une intégrale du systèmé (3,1) issue du point 
(3,18). En raison de (3,21) on aura 
Ta (t) < n; (t) pour 1<t<1 +e, 


ce qui prouve que l'intégrale (3,17) ne peut pas être intê- 
grale supérieure à droite du système (3,1) relativement au 
point initial (3,18) et à l'intervalle 0< ¢£< 1+e, ni, à plus 
forte raison, relativement à l'intervalle (3,19). Nous avons 
ainsi abouti à une contradiction. 


§ 4. Cas des systèmes d'équations différentielles aux 
deuxièmes membres décroissants. 


Les considértions des paragraphes précédents se rappor- 
taient aux systèmes d'équations differentielles (1,2) où les 
fonctions f' (t, yt,..., y”) étaient croissantes dans le sens 
precisé par les Hypothèses H ou K du § 1. 


Or au moyen de la transformation des variables 
y' =x',(i=1,...,n), t=—s (4,1) 


on peut déduire des propositions acquises précédement les 
résultats tout-à-fait analogues. Ces résultats se rapporteront 
aux systemes d’équations différentielles qui different du 
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système (1,2) par ce que ses deuxièmes membres sont 
décroissants au sens précisé par les hypothèses qui suivent. 


Les systèmes d’équations différentielles envisagés dans 
le présent paragraphe auront la forme 


RS) (one) i= En”) (4,2) 
Hypothése H bis. 1° Les fonctions 
F' (s, x',..., x, i=1..., n) (4,3) 


sont continues dans un ensemble ouvert { des points 
(s, x',..., x") 2°) Si pour un i quelconque (i= 1,..., n), les 
points 

ASE =, NRC RAT Rd) 

B=(s, Diese, bi C, agin > b,) 
appartiennent à { et 
RTS; A See y) 


y 


alors | 
F (A) >F (B.) . 


Hypothèse K bis 1°) La fonction F (i=1,..., n) (ef. 4,3) 
est continue dans un ensemble ouvert 2. 2°) Elle est une 
fonction décroissante (au sens large) de = zcune des varia- 
bles Po ee x REP x” séparément.**) 

Les deux hypothèses précédentes ne sont pas équiva- 
lentes pour tous les ensembles ouverts ©. On a sur ce 
sujet la suivante: 


Proposition I bis. Pour tout ensemble £2 jouissant de la 
Propriété P du § 1 les Hypothèses H bis et K bis sont 
equivalentes. 


Voici maintenant les remarques permettant de déduire 
immédiatement des résultats des § § 1—3 les résultats 


; dx'(s) 
*) Nous écrivons out court x(s) au lieu de PT 


**) C.-à-d. F' (s, site xl ki xiti, x Se 
> Fi (s, xl, xl xt tl x”) lorsque i<j et k! <l. 


On ne suppose pas que F' soit décroissante relativement à x et as. 
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analogues mais relatifs au système d'équations différentielles 
(4,2) et aux Hypothéses H bis et K bis. 


a) Soit p(s) une fonction définie au voisinage de S= So 
et posons y (f)=p(—?#), to=— so. 

Les nombres dérivés des fonctions y et p sont reliés par 
les relations 

Dw y (to) =— DEO p (so), D» Y (to) =—D(-p(s), 


D (-) y (to) = — Do p (so), Dg ) Y (fo) = — D (+ p (s0). 
B) Appliquons au système (4,2) la transformation (4.1). 
Nous obtiendrons le système 


dv! | 
de Sr (te ye") eG Lanse) 


ou bien en posant 
Le Vale. CV ae CC A RE ay") 
le système 


d vi | 
ir = (E, VER te, D PC ES n) (4,4) 


y) Soit 2, un ensemble de points (t, y', ..., y") consti- 


tuant l’image de {2 par l’intermédiare de la transformation 
(4,1). Cela posé les ensembles 2 et { ne peuvent être 
ouverts qu à la fois et ne peuvent que simultanément jouir 
de la Propriété P du § 1. 


ô) La condition nécessaire et suffisante pour que les 
fonctions F' (s, x', ..., x") remplissent dans © l Hypothèse 
H bis (ou K bis) consiste en ce que les fonctions f! (t, y! ,..., y") 
remplissent dans £2; l’'Hypothèse H (ou K). 

e) Si yi = y'(f) (i=1,...,n) est une intégrale supérieure 
(ou inférieure) du système (4,4) relative au point (f,,a,,...,a.) 
et à l'intervalle f)<f<a alors la courbe x = x' (s)=y' (— s), 
(i=1,...,n) constitue une intégrale inférieure (ou supérieure) 
du système (4,2) relative au point (—f), a,,...,a,) et à l'in- 
tervalle — a < S < So = — to. 


Théoréme 1 bis. Dans lHypothèse H bis il passe par 
tout (s,, xl, ..., x7) de © une intégrale supérieure J et une 
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intégrale inférieure J du système (4,2) relative à ce point et 
à un intervalle a< S< Sọ, Le nombre a peut être choisi de 
façon qu'un point M variant sur J tendé vers la frontière 
de £2 lorsque s tend vers a. 


Théorème 2 bis. Admettons L’Hypothese H bis. Suppo- 
sons que les fonctions wy’ (s), (i=1, ..., n) soient continues 
dans l'intervalle 


Q < S < So (4,5) 
et que la courbé x' = w'(s), (i—1,..., n) envisagée dans 
cet intervalle soit englobée par £2, Soient 

Assis. ae B=(GS br... by) 
deux points de { pour lesquels on a 
a,< by (i=1,"::, n) 
Dans cette hypothèse subsistent les propositions suivantes: 
I). Si la courbe x' (s) = y' (s) passe par À et l'intégrale 
supérieure t'(s) existe dans l'intervalle (4,5) alors chacun sépa- 
rément des systèmes de relations (4,6), (4,7), (4,8) (i=1,...,n) 
Div (s)>F'(s,y'(s),..., w'(s)) pour a<s<s, (4,6) 
Doy 6) FF "(sy (6), VO) a 4D 
d i i n 
LES) FCs, pl (s),..., VG) (48) 
implique les inégalités*) 
w (S) ST sh pourr t= 1... Mn Ba ss So (4,9) 
II). Si la courbe x' = y' (s) passe par B et l'intégrale 
inférieure du système (4,4) x' = 7' (s) relative au point A 


existe dans l'intervalle (4,5), alors chacun séparément des 
systèmes de relations (4,10), (4,11), (4,12) 


D,,,p' (s)<F' (s, y'(s)..., y" (s)) pouri=1,..., ns a<s< so (4,10) 


D -yy (s) < F' (s, wr (s),. oey y” (s)) 9 9 9 (4,11) 
se <F' (s w*(s),:..,y" (s)) » sauts à (4,12) 


*) Les systèmes d’égalités (4,8) et (4,12) expriment que la courbe 
x! = y'(s), (i =1,..., n) est une intégrale du système (4,4). 
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implique les inégalités 
wi (s) > nf (s) pour i= 1,..., n; a< S< So. (4,13). 
Lemme 2 bis. Admettons les hypothèses suivantes: 
1°) Les fonctions F' figurant dans le système (4,2) sont 
continues dans un ensemble ouvert £2. 
2°) Si 
A= (Sp, âi... 4,), B= (Sp 5,,..., Bn) 
sont deux points de { pour lesquels 
ai bili et) 
et si x' = yw’ (s), (i= 1)..., n) est une intégrale du système 
(4,2) passant par À, alors il existe une intégrale du même 
système x' = tf (s) qui passe par B et satisfait aux inéga- 
lités y! (s) < ti (s) pour i= 1,...,n et So — €< S< Sy (où € >0 
est un nombre suffisamment petit). *) 
Ceci étant admis nous affirmons que 
a) les fonctions F' satisfont à l'Hypothèse K bis c.-à-d. la 


fonction F k (i=1,..., n) est fonction décroissante (au sens 
large) de chacune de variables ER Xda: Me ee x” sépa- 
rément. 

b) dans le cas où l’ensemble 2 jouit de la Propriété P (cf.p.119), 
les fonctions F' remplissent dans 2 l’Hypothese H bis. 


Nous nous dispensons d’énoncer les 
Théorème 2a bis et Théorème 3 bis 


qui resultent respectivement du Théorème 3 par l'inter- 
médiaire de la transformation (4,1). 


§ 5. Systemes d'équations differentieles dont l'intégrale 
supérieure (ou inférieure) bilatérale croît avec Ja position 
de son point initial. 

Définition I. Nous dirons que le point D —(#,, d,..., d,) 


*) Le présent lemme reste vrai lorsque l'on remplace l'hypothese 2° 
par l'hypothèse suivante: Si A et B appartiennent à Q et remplissent les 
inégalités a; < b; alors à chaque intégrale x! = ti (s) du système (4,2) issue 
de B correspond une intégrale de ce système x! = wi(s) qui passe par A 
et telle que w'(s)<t'(s) lorsque i=1,..., n et Ss—&<S<Sy (où €>0 est 
suffisamment petit). 
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majore le point C=(t¢,,c,,..., c,) et nous écrirons D >C 
lorsque ¢, =t, et d,>c; G=1,..., n). Si D>C nous dirons 
aussi que C minore D et nous PAPE C< D. 


Définition IL Soit x =w (t), (i—1,..., n) une courbe 
quelconque. Désignons par X et (t) les points dont les 
cordonnées sont respectivement (x!,..., x") et œ!(#),..., o" (£). 
Le symbole @(t) désigne ainsi une fonction subordonnant à 
la variable numérique t le point (@!(#),..., @"(#)). 


Soit x! = y' (t), (i,..., n) une autre courbe que nous écri- 
rons sous la forme X — VY (t). 


Nous dirons que la courbe X =¥ (t) majore X = @ (t) 
dans un intervalle 4 lorsque qg'(t)<y'(t) pour les valeurs 
de £ appartenant à 4. Dans ce cas nous dirons que Ÿ (t) 
majore ®(t) (ou Ø (t) minore *¥ (t) dans 4 et nous écrirons: 
@(t)< V(t) dans J, ou bien Y(t) >@(t) dans 4*) 


Théorème 4. Soit 


pp ya) (k= Ween) (5,1) 


un systéme d’équations différentielles dont les deuxiemes 
membres sont continus dans un ensemble ouvert £2, tel que 
sa section par un plan t= c quelconque constitue un paral- 
lélépipède de la forme 


—_o< a (c)<y <B(c)< +0, (i=1,..., 1) (5,2) 


Ceci étant supposé nous avons les propositions suivantes 


MEHE 


I.) La condition nécessaire et suffisante pour qu'à toute 
couple de points appartenant à $2 


A, dj. a,), BETA On, ade b) 


tels que A< B**) et à tout2 intégrale  (t) —(p'(#),..., p"(t)) 
du système (5,1) issue de À corresponde une intégrale ¥ (t) 


*) La différence entre la signification du signe ,<"" dans les relations 
C<D et Sit)< Y (t) ne prêtera pas à l'équivoque. 
**) Cf. la précédente Définition I. 
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de ce système qui passe par B et majore @(¢) dans un petit 
voisinage bilatéral de ¢,***) consiste en ce que la fonction 
f' ne dépende pas des variables y!,..., vil y't!,..., yr. 


Cette dernière propriété revient à ce que le système (5,1) 
doit être de la forme 


(5,3) 


e 0 0 ee ee oe ə 


df = g" (t, y”) 


II. La condition nécessaire et suffisante pour qu’à toute 
couple de points A,B de la même sorte et pour toute inté- 
grale ¥ (t) issue de B existe une intégrale ® (t) issue de A et 
minorant *¥ (t) dans un petit voisinage bilatéral de to consiste 
en ce que le système (5,1) soit de la forme (5,3). 


HI. Supposons accessoirement que par tout point P de Q 
il passe une intégrale unique Y (P;f) du système (5,1). Ceci 
étant admis, la condition nécessaire et suffisante afin que 
pour toute couple A< B de points de 2 integrale Y (B; t) 
majore Y (4A;t) dans un petit voisinage bilatéral de ¢, con- 
siste en ce que le système (5,1) soit de la forme (5,3). 


Demostration. Les démonstrations des propositions I, II 
et III étant analogues, nous nous bornerons a la démonstra- 
tion de la proposition I. 


Notre condition est suffisante en vertu des Théorèmes 
2 (§ 1) et 2 bis (§ 4). 

Nous passons à la démonstration de la nécessité de cette 
condition. 


A toute couple de point A et B (A< B) appartenant à 
Q et à toute intégrale © (t) du système (5,1) issue de A cor- 
respond, par hypothèse, une intégrale ¥ (t) de (5,1) issue de 
B et majorant ® (t) dans un petit voisinage bilatéral de to. 
Il en résulte, en vertu des Lemmes 2 (§ 2) et 2 bis (§ 4), que 


***) C.-a-d. vérifie la relation Ø (t)< Y (t) pour to—e<t< tite où 
£ >0 est un nombre suffisamment petit (cf. la précédente Définition 1I). 
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les fonctions f' remplissent dans £2 à la fois les Hypothèses 
K (§ 1) et K bis (§ 2). La fonction ff est donc à la fois 
croissante et décroissante au sens large (et parsuite constante) 
relativement à chacune de variables yt, y?,..., y~!, y't!,..., y" 
séparement. 
Afin d’en conclure que le systéme (5,1) 4 la forme (5,3) 
considérons deux points de £2 
RE RE eat RER EL) 
CRE RER ARE El): 
Il suffira de prouver que f'(K)=f'(L). 
Relions, à cet effet, les points À et L par une ligne poly- 
gonale des côt5s parallèles sucessivement aux axes de coor- 
données y’',...,y’', y't!,..., y". Cette ligne polygonale 
appartient évidemment au parallélépirède (5,2) et à plus 
forte raison, à 2. La fonction fF ‘tant constante le long 
de chaque côté de cette ligne, il s'ensuit que f (K)=/'(ZL). 
8 6. Comparaison des intégrales des deux systèmes 
dont l’un majore l’autre. 


Théorème 5. Supposons que les fonctions f'(#, y',..., y") 
et g' (t, y!,..., y") soient continues dans un ensemble ouvert 
{2 et soient 


NT E BUT De T 


deux points quelconques de Q, tels que A<B (c.-à-d. 
a, <b, pour i=1,..., n). 


Considérons deux systèmes d'équations différentielles 


lv! , e 
df + HAN MEME Geers, (6,1) 
dvi | l 
ari T e (t, Da MEN a (i = Rel typ (6,2). 


Ceci étant admis nous avons les propositions suivantes: 


I. Si les fonctions f! remplissent Hypothèse H du § 1 
et le système (6,1) majore le système (6,2) (c.-à-d. g'<f' 
dans 22), si ensuite Ø (t) désigne une intégrale de (6,2) issue 
de A et ¥ (t) l'intégrale supérieure droite de (6,1) issue de B *) 
alors ¥ (t) majore Ø (t) (cf. Définition II. § 5) à droite de 


*) Pour l'existence de l'intégrale supérieure cf Théorème 1 du 8 L- 
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fo dans tout intervalle tf) <f < a dans lequel ces deux inté- 
grales existent. 


II. Si les fonctions f’ remplissent dans 2 l’Hypothèse H 
et le système (6,2) majore (6,1) dans Q (c.-à-d. f! < g'), si ¥ (£) 
désigne une intégrale du système (6,2) issue de B et © (t) 
l'intégrale inférieure droite de (6,1) relative à À alors Ÿ (t) ma- 
jore ® (t) à droite de tọ dans tout intervalle tp <{ <a dans 
lequel ces deux intégrales existent. 


Ill. Si les fonctions f' remplissent dans 22 l’Hypothèse 
H bis du § 4 et le système (6,2) majore (6,1) dans 2, si 
D (t) désigne une intégrale quelconque de (6,2) issue de A 
et ¥ (t) Vintégrale supérieure gauche de (6,1) relative à B, 
alors Ÿ (t) majore © (t) à gauche de t, dans tout intervalle 
a<t<t, dans lequel ces deux intégrales existent. 


IV. Si les fonctions f! remplissent dans 2 l’'Hypothèse 
H bis et le système (6,1) majore (6,2) dans 2 (c.-à-d. f > g')’ 
si ¥ (t) est une intégrale quelconque de (6,2) issue de B et 
D (t) l'intégrale inférieure gauche de (6,1) relative à A, alors 
W (t) majore (t) à gauche de fọ dans tout intervalle 
a<t<t, dans lequel ces deux intégrales existent. 


Démonstration. Ce théorème const:tue une consequence 
immédiate des Théorémes 2 (§ 1) et 2 bis (§ 4). 


Exemple. Nous allons montrer que l’Hypothese K du 
§ 1 n'est pas suffisante pour la vérité du Théorème 5. De 
notre exemple il résu'te en même temps que, pour être 
strict, il faut, dans un t'èoréme de M. Kamke*) admettre sur 
l'ensemble 2 une hypothèse accessoire p. ex. qu'il jouit de 
la Propriété P du § 1. 


Considérons deux ensembles £2, et £2, définies par les 
inégalités 
Vi tyy<1,—6-<t<+0,—o<cy,< to (ensemble 9) 
ta VEE Vie DU, hgh Pi 


*) Kamke 1. c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6. 


EQUATIONS ET INÉGALITÉS DIFFERENTIELLES 145 


(ensemble {2) et posons 
Q — QQ; -|- Q, 


Nous définirons deux systèmes d’équations 


dyi 
Ge hi Yo Ya y3) , (i= 1, 2, 3) (6,3) 
d 
Tip = 8i (t Ye Ya y3) , À = 1, 2, 3) (6,4) 
Nous posons 
f, = 0 dans 2, f; = — 2 dans 2,, A=, 2, 3) 
g,=1 dans Qi g =— l dans:s? 2, G = 1, 2, 3). 


On vérifie, comme précédemment (cf. l'alinéa VI de l’Exemple 
du $ 3), que chacun des systèmes (6,3) et (6,4) remplit 
l’Hypothese K dans £2. On a 


f: < g, G = 1, 2, 3) dans 2. 
Envisageons les points 


= (fo, a1, &, a3) = (0, 0, 0, 0,), 
mE > (fo, by, bə, Dee (0, D 3, 0). 


On a a, <b,, (i= 1, 2,3). L'intégrale du système (6,3) issue 
de A est 
¥,— 9, (t) =0, CE 2; 3) 


et l'intégrale y, =w; (t), (i =1, 2, 3) du système (6,4) issue 
de B est de la forme y,(f)=3—t, G@=1,2); ys, (t)=— t. 

On a, en contradiction avec le Théorème 5, p; (t) > y(t) 
pour f>0. 

Moyennant quelques complications on pourrait s arranger 
de façon que 2 même et toutes ses sections par les plans 
{= const, soient connexes. 

Voici encore un théorème rentrant dans le même ordre 
d'idées: 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 10 
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Théorème 5 bis.*) Supposons que les systèmes 


ar = Bh Veuve y), G=1,..., n) (Système S) 


satisfassent aux conditions suivantes: 


1°) S et S|, (»—1,...,) remplissent l’Hypothése H 
dans un ensemble ouvert 2. 


2% g; tend uniformément vers g' dans toute partie bornée 
et fermée de 2 lorsque » tend vers oo. 


3°) gi > g' dans ©. 
Soit A, = (t, ent) une suite de points de { ten- 
dant vers A= (fọ, a,,..., a,) où A appartient à 2 et a > a. 


Soient respectivement y =1(t) et y = 7, (t), (i=1,...,n) 
les intégrales supérieures à droite des systèmes S et S, issues 
respectivement de A et A, et prolongées jusqu’ à la fron- 
tière de 2. Soit t, <t<b l'intervalle d'existence de 7 (t) 
et soit {,<c< b. 


Ceci étant supposé les intégrales 7,(f) existent, à partir 
d'un indice v assez grand (> N) dans l'intervalle t,<t<c, 


y remplissent les inégalités 7, (t) < t, (t) et y tendent unifor- 
mément vers 7, (£). 


Remarque 1. En appliquant la transformation y —— ou 
bien £= —v on deduit du théorème précédent les théorèmes 
analogues relatifs aux intégrales inférieures à droite et aux 
intégrales extrémales à gauche (dans le cas de l’Hvpothèse 


H bis). 


La démonstration du Théorème 5 bis est tout analogue 
a celle du Théorème 1. 


*) Un théorème de M. Kamke (Acta Mat. |. c. Satz 10, p. 83) qui est 
formulé d’une façon moins générale nécessite aussi une hypothèse accessoire. 
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§ 7. L’extension, au moyen d’un changement des variables, 
des précédentes méthodes de majoration et de minoration. 


Remarque 2. Supposons que le systeme 


SY = Fy Ws Glen) (7,1) 
remplisse l’Hypothése H du § 1 et soit y =y (t), @=1....,n) 
une courbe (que nous désignerons par C) issue d’un point 
Atari ts cate. ay). 

Le Théorème 2 du § 1 permet de majorer (ou de mi- 
norer) sous certaines conditions (cf. (1,11), (1,12, (1,12a) ou 
(1,15), (1,16), (1,16a), cette courbe au moyen de certaines 
intégrales du système (7,1). Cette majoration (ou minora- 
tion) n’est valable que dans les conditions suivantes a, et a 
ai) l'intervalle 4 s'étend a droite de tọ et, par conséquent 
se compose de points pour lesquels fy < t<a, 
ay) le morceau de la courbe C correspondant à l'intervalle 4 
est renfermé dans l’ensemble ouvert 2, dans lequel le sys- 
tème (7,1) remplit l'Hypothèse H. 


On peut parfois, par un changement des variables, ob- 
tenir une limitation de la courbe C même dans le cas où 
ni la condition a, ni a: n’est pas remplie. 

I.) Supposons, par exemple, que le point À appartienne 
a Q et qu'il s'agisse d'obtenir une limitation de S à gauche 
de fo. 

Nous désignons d’abord, à cet effet, la variable ¢ dans 
l'équation de C par une autre lettre, par exemple par u. 
L’équation de C prendra la forme y'= y‘ (u), (i=1,..., n). 

Appliquons le changement des variables 


u—— 117219, y'=y' (7,2) 


o' (t) = wi (2 to — £). 
On a o'(to) = y'(t,). S'il arrive, par exemple, que, dans un 
intervalle tp) <t <to+B, 
on a D(+0'(E) < F (t,o @)...., o” (£) 
et si l'intégrale supérieure à droite t' (t) (du système (7,1) issue 


et posons 


10” 


148 TADEUSZ WAZEWSKI 


d'un point B= (t, b,,..., b,), a;<6;, existe dans linter- 
valle {, <t<B alors on aura 
a(t) <r(f) pour fh) <t<ty+B, 
c.-à-d. y'(2 ts —t) <r'(f) ou bien 
y! (u) < 0'(2 fy — u) ou enfin 
wit) <o'(2 to— t) pour {0 —B<t<to. 


On obtiendra ainsi une majoration de la courbe y! = y! (£) 
a gauche de to. 


IT. Il peut arriver que le point À de la courbe C n’appar- 
tienne pas a £2, Dans ce cas on écrira d’abord (en remlançant 
y' par x' et t par u) l'équation de C sous la forme: xt = y'(u), 
({=1,..., n). On choisira ensuite un point P= (ti, p:,..., Dn) 
dans £2 et on soumettra la courbe C à la transformation 

u=e(t—?t,) +t où e=+1 (7,2a) 
yi = xi + pi — ai .*) 
et on cherchera ensuite d'appliquer le Théorème 2. 

Remarque 3. Il peut arriver que le système (7,1) ne 
remplisse pas l’Hypothese H, mais si l’on l’assujettit à une 
transformation T de la forme yi = # (x!,..., x"), t=A(o) 
il passe en un système remplissant cette hypothèse. Si x' = 
= Yy(y!,..., y"), o=-nu(t) est la transformation inverse, 
le Théorème 2, en cas de son applicabilité, conduira aux 
inégalités de la forme 7'(w(f),..., YPP) <n (t (u (6), 
t(u(t)) où x'—= 7 (0), (i—=1,..., n) représente une in- 
tégrale convenable du: système S. Deux cas présentent un 
intérêt spécial: 1°) lorsque T est une transformation linéaire 
aux coeffitiets constants et 2°) lorsque T est de la forme 


RE 
Vo tex ONE) —sl- 


*) On pourrait, plus généralement, appliquer une transformation de 
la forme 


u=A(t), (A(N0), y! = Oe ,..., x?) (7,3) 
où les fonctions & sont suffisamment régulières et satisfont aux inégalités 
ES El x) > CN (ce er x") lorsque xi > xl, (j=1,.... n). 


Le système d'inégalités x! > x! 


formations, — c’est essentiel. 


est invariant relativement a des telles trans- 
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Remarque 4. La méme méthode peut rendre services au 
cas de la comparaison des intégrales de deux systèmes d’équa- 
tions différentielles (cf. le Théorème 5 du § 6). 

Soit | 

d 2 i n : 

BEY VI), TEE... 1) (7,4) 
un système qui n’est pas majoré par (7,1). Nous commen- 
çons par remlacer, dans (7,4), les variables par d’autres lettres. 
Ce système prendra la forme 


= g'(u x Ve Xa EES ES =r) (7,5) 


On applique à ce système une transformation de la forme 
(7,2), (7 a) ou (7,3). (cf. la note en bas de la page précédente). 
Le système (7,5) passera alors en système 


Y Gi, y... y), i=1,...,n) 


S'il est majoré ou minoré par (7,1) on appliquera le Théorème 
5 du § 6. 


Remarque 5. Une méthode analogue s'applique au cas 
où le système (7,1) remplit l'Hypothèse H bis du § 4. 


§ 8. Majoration et minoration des modules des com- 
posantes d’une courbe. Notations. Nous désignerons par 
Diy (t) 
chaque nombre k auquel appartient au moins une suite h ho,...,. 

(h,>0, h,>0), telle que 
p(t+h)—o(t) - 
PALAA -> 


v 


k. 


D p(t) sera appelé nombre dérivé moyen à droite. On 
définit d’une façon analoque les nombres dérivés à gauche 
Dyp (#). 

_ Les quatre nombres dérivés extrémaux D, 1,90), D,,, oO, 
D v(t), Do v(t) représentent des cas particuliers de 
D) p(t) et Do o (t). 
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Ona Dé v(t) < Dey p(t) < Duy g(t) et De g(t) < 
< Din ọ (t) < De) p (t). Ces inégalités subsistent pour touts 
les nombres dérivés moyens De) g (t) et Di) (bt). 

Remarque 6. En vertu des inégalités 
p (t+h)!— |p (t) € lp(t+h)|—le@)| pay Elta Mk OT) 

h É h $ h 
on obtient facilement les inégalités 
De» |e! <| Da pl, Dole H|<| D p(t)] (8,1) 
qui subsistent pour chaque nombre dérivé moyen Dipo (t) 
et D-)¢ (ft). 
Theoreme 6. Si 


1°) le système 


EVENE. VAn i=1,..., n) (8,2) 


satisfait à l'Hypotkèse H du § 1 dans un ensemble ouvert 2 
2°) les fonctions ¢'<¢#) sont continues dans l'intervalle 
to<t<t +a et la courbe yi = |o (|, (i—1,...,n) 


est renfermée dans { et remplit les inégalités 
PO OTET ET O E a O @=1,...,n)*) 


pour fo É< tot a, 
3°). Le point B=(t,,b,,...,b,) appartient à 2 et 
A AE OM E ees 8a 70) 


4°) l'intégrale supérieure à droite de (8,2) yi =7'() 
issue de B existe dans l'intervalle to < t < ta + a, 


alors on a 
ip'(t)|<(t) lorsque to <t<t + a, 


*) Nous entendons par cela qu ’à chaque indice i et à chaque £ cor- 
respond au moins un nombre dérivé moyen D ọ' (t) satifaisant à cette 
inégalité. 
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Démonstration. Il suffit de remarquer (cf. 8,1) que 
Day! p (ft) |< f (t, |o (t)|,...,/@ (|) et d'appliquer le Théo- 
rème 2 du § 1. 

En s'appuyant sur le Théorème 2 bis du § 4 on obtient 
un théorème analogue que voici: 

Théorème 6 bis. Si: 

1°) le système 


ds sa) Ut TT: Ÿh) 


satisfait a l’'Hypothese H bis du § 4 dans un ensemble 
ouvert 2 
2°) les fonctions ¢'(s) sont continues dans l'intervalle 
Sy) —B<s<s, et la courbe x =| g(s) a= Biarn) 
est renfermée dans Q et remplit les inégalités 


|De (s)| < F' (slp (s)l,... 1P (D91 (G—1,...,n) 
pour Sa — Ê <S < Sp, 


3°) le point A = (s,, a,,...,4,) appartient à 2 et |p (s) |> 
RAUSE I EDR 


4°) l'intégrale inférieure à gauche de (8,3) x —7 (s) 
issue de A existe dans l'intervalle s} — Ê < S < Sp, 
alors on a: 


|p (s) [>n (s) lorsque s, — £ > s>s, 


Remarque 7. En appliquant à la courbe y =œ (t) un 
changement de variables, p. ex. de la forme (7,2), on ob- 
tiendra un théorème concernant la possibilité d'une majo- 
ration des modules | g (t) | à gauche de t. Une remarque 
analogue se rapporte à la possibilité d’une minoration de 
lg (s)| à droite de s. 


§ 9. Limitation des modules des intégrales des systèmes 
d'équations différentielles. Une méthode d’apprécier l’erreur 
des solutions approchées de tels systèmes. 


Hypothèse L. Considérons le système d'équations diffé- 
rentielles 
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i 
TE = 6, (eut... Up) (i= 1,...,n) (9,1) 
Nous supposons que les fonctions 
OT itb LEE) (9,2) 


soient continues et non négatives dans un ensemble © dé- 
fini par les inégalités 


0<e<fh<+~,0<u<+~ G=1,...,n) (ensemble ©) (9,3) 
O-( Our Ath) 2 0 dans 9 (9,4) 


Nous supposons enfin que la fonction o, (i=1,..., n) soit 
croissante (au sens large) dans l'intervalle fermé (0, + ©) 
séparément par rapport à chacune des variables u,,..., 
Uii» Uii © o o9 U n 
Notation. Nous désignerons par 
Ug TOK yun Mt Ci a (9,5) 


l'intégrale supérieure à droite du système (9,1) issue du 


point 
o—0,u;=k,>0,G=1,..;;1) (9,6) 


Remarque 8. Le système (9,1) remplissant l'Hypothèse 
L ne satisfait pas à l'Hypotkèse H du § 1 parce que l'en- 
semble © n’est pas ouvert. L'existence de l'intégrale supé- 
rieure (9,5) n’est donc pas, a priori, certaine. On pourra 
néanmoins établir cette existence et étendre certains résul- 
tats valables dans l’Hypothése H grâce au lemme suivant. 


Lemme 3. Si les fonctions o,(@,u,,.,.,u,) remplissant 
l'Hypothèse L dans l’ensemble O défini par les relations 
(9,3) alors il existe une suite de fonctions 


x; (Cu EE ur), CES he >) (9,7) 
remplissant les conditions suivantes 
I) elles sont continues dans l’ensemble ouvert {2 défini 
par les inégalités — ô< o <ô —æœ<u,< +, (AL en) 
(ensemble 9) 
II) on a 


x >0 dans 2 et t= s, dans © (9,8) 
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III. le système d'équations différentielles 
du, . 
eh Ue Ne (Lae. os i) (9,9) 


remplit lHypothése H du § 1 dans l’ensemble £2. 


Démonstration: Soit d’abord P=—(oe,u,,..., u,) un point 
de l’ensemble Q (défini tout à l'heure) pour lequel o >Q. 
Soient LR US celles de ses coordonnées qui sont néga- 


tives. En remplacant ces coordonnées par 0 et en ne chan- 
geant pas les autres, nous obtiendrons un point 


Q=(e,i,..., ü,) appartenant à l'ensemble 9. Nous posons 


LE Py ROME wee, n) 


Les fonctions X; se trouvent ainsi définies dans l’ensemble 
de points pour lesquels on a 


D<e<ô—æ<u,<+,(j—=1,.:.,n) 
En posant pour —éd<e<0 
LOU) (ou RU 
nous obtenons des fonctions définies dans {2 On vérifie fa- 


cilement qu’elles remplissent les conditions I), II) et HD. 


Théorème 7. Supposons que le système d'équations dif- 
férentielles (9,1) remplisse dans l’ensemble © (cf. 9,3) 
l'Hypothèse L du présent paragraphe. 


Ceci étant admis on a les propriétés suivantes: 
I. A chaque point 


D — ets = ke, GLS Soin) (9, 10) 
correspond une intégrale supérieure à droite (unique) 
U; — (ONE ES k,) (9,11) 


du système (9, 1) issue de ce point et définie dans un inter- 


valle maximal 
0<e<a (9, 12) 


II. Pour toute courbe continue u;—=7,(f) remplisant les con- 


ditions 
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n (0) < k,n (D >0 pour 0<t<b<a 
et pour laquelle on a ou bien 
Dienn: (t) <6; (t, n (É), ..., n, (£) pour i=,..., n et O<t<b 
ou bien | 
Deon OCT OR ee) pour st Le niet DD 
subsistent forcément les inégalités 


ni (t)<1,(t;k,,..., k,) pour 0<t<b. 


(Pour la signification de a et des fonctions 1;(t;k,,..., Kn) cf. 
la partie I du présent théorème). 
JII. Soit À un intervalle contenant 0 et faisant partie de 
l'intervalle — a < t < a*) et supposons que la courbe u, = 7, (t) 
(i=1,..., n) soit continue dans 4. 
Soit 

| 7, (0) | See lee an) 


et supposons que, ou bien, pour tous les points f de 4 
(t0), on ait**) 


Dayma@\<oCél ia@,..., ln, (f)|, G—=1,...,n) (9,13) 
ou bien, pour tous les points ¢ de J, (f <0), on ait 
Dn (| <o (lE lm Elh. Im OI), G=1,..., m) (9,14). 
Ceci étant admis, on a dans 4 les inégalités 

BOT CREEK. AK )) (9,15) 

IV. Pour chaque courbe u, —Ÿ;(x), (i=1,..., n) continue 

dans l'intervalle |x—x,|<b<a remolissant la condition 
RZ (x,)|<k, G@=1,..., n) et pour laquelle on ou bien 
ED ies AE ETA Sea le PO EE CC) 


lorsque 0<|x—x,|<b 
ou bien 


*) La signification de a est la méme que dans (9, 12). 

**) La signification des nombres dérivés moyens D, 7; (t), D_ n; (t) 
a été rappelé dans le $ 8 (Notations). Les inéga:ités (9, 13) (et les inégali- 
tés analogues dans la suite) doivent être interprétées de la façon suifante: 
A chaque t correspond un certain nombre dérivé D, n; (t) vérifiant (9, 13). 
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D ee Moa Gn, RE CS) er Cl) 
lorsque 0<|x—x,|<b 
on a forcément les inégalités 
x) | eee Pe XG ie KS 
pour i—1,..., n et 0<|x—x,/|<b. 


Démonstration. Ad. I. Considérons le système auxiliaire 
(9,9)*) | 

En vertu du Théorème 1 du § 1 il existe, pour ce système, 
une intégrale supérieure à droite issue du point (9,6): 


u =t (0; kp... ke), (=. ,1n) (9, 16) 


L’intervalle maximal dans lequel elle existe aura la forme 
-(9,12) c.-à-d. il sera composé des o pour lesquels 


0< o<a. 
Considérons la courbe 
u, =y; (0)=0 pour 0<ọ<a 


On aura en vertu de (9,8) 


d y; 
TA 0 < 4 (e, w, (0),..., Y, (o)) 


d'où il résulte, en vertu du Théorère 2, que 0=y,(e)< 
ST (GM. sk) epour , Oro Ga" 


Ces inégalités expriment que la courbe (9,16) est située 
dans l’ensemble 9 (cf.9,3) dans lequel le système (9,1) coïncide 
avec le système (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue 
donc l’intésrale supérieure à droite du système (9,1) issue du 
point (9,6) **). 

Ad II. En se servant du système (9,9) on ramène imm2dia- 
tement la partie II du présent th :orem2 au Théorème 2 du § 1. 
Ad Ill. En observant que D,,)'y,(t)|<|D 4) Y: (Œ l, (cf. 8,8) 


*) Ce système remplit l’'Hvpoth>se H dans Q (cf. Lemme 3). 
**) On pourrait obtenir le même résultat, sans introduire le système 
auxiliaire (99), en appliquant le mème raisonnement qui a servi à la démon- 
stration du Théorème 1. 
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on déduit de (9,13) pour t>0 les inégalités 
D |p; (£) | < a, (t, D LENS, lp, (t) : ), 


d'où il résulte, en vertu de la partie II du présent théorème, 
que les inégalités (9,15) ont lieu pour les { >0*). 

Afin d'établir ces inégalités, pour les £< 0 de intervalle 4, 
on appliquera la méthode du changement des variables du § 7 
et l'on posera 


v=—t, 1,v)=97,(— v) = ¢,@. 

On aura D,_, 40) =— Dupy: (t) et (cf. 8,8) 
Dyli): <: D yii) | = 1 Dip P: OD. 
L’inégalité (9,13) prendra donc pour les v >0 (c.-à-d. pour 

les £< 0), la forme 
De, A; Wd <el Des 1; <9, aie 17 ED 
d’ou il résultera, comme précédemment, que 
dal) P< Te KR) pours 2 0 
chads | ord) (<7, (le kv a>: DRE) Spore 0. 


Ad IV. On ramène la partie IV du présent théorème à la 
partie III par le changement de variable x — x = ‘t. 


Théorème 8. Conservons l'Hypothèse L relativement au 
système auxiliaire (9,1) et désignons par 


UN = eos KES) CE REA, n) 


l'intégrale supérieure à droite de ce système auxiliaire issue 

du point e=0, u.=k;>0, (i=—1.,..., n). L’intervalle maximal 

de l’existence de cette intégrale sera déterminé par l'inégalité 
G ato << a fa (RIM Mei) 

Supposons que les fonctions f; intervenant dans le système 


> 


Se i, , Yis., Y (i =1,...,.n) (9,17) 


“) On démontre pareillement que (9,15) résulte de (9,14). 
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soient continues dans le domaine 

ix—|<h, |y,—y;|\<b, G@=1,..., n) (9,18) 
et qu'elles y remplissent les inégalités 
OV an LC tue de PEAR Reg (0 19) 
Soit 

y= px), (1 ,..";n) (9,20) 
une intégrale du système (9,17), telle que 
LR) — ği <k;<b;ı, @=1,..., n) 
Désignons par 0, la plus petite racine positive de l'équation 
TACO; ar k A D 

et dans le cas où une telle racine n'existe pas, posons 0, — + œ. 


Ceci étant admis, l'intégrale (9,20) peut être prolongée de 
façon qu’elle existe dans l'intervalle 


ix— xXx < minimum (a, h, 0,,..., 0.) 
et elle remplit dans cet intervalle les inégalités 
o Go Nar PTE TC RS nus Frac bry 1.) (9,21 
Démonstration. -Ce théoreme résulte immédiatement des 
parties I et IV du Théorème 7 lorsque l’on pose y,(x) = 
= Ki (x) mi À ° 
Corollaire 2. Si, dans le théorème précédent b; = + œ 
c.-à-d., si les fonctions f; remplissent les hypothèses précé- 
dentes dans le domaine 


Ix 8I <h, ~y < +c 


alors lintégrale (9,20) peut être prolongée de façon qu'elle 
existe dans l'intervalle |x— | < min (a,h) et elle y remplit 
les inégalités (9,21). 


Théorème 9**) Conservons relativement au système (9,1) 
l’'Hypothèse L ainsi que la définition du nombre a et des 
fonctions 7, (0, k,,..., k,) (cf. Théoréme 8). 


*) Le cas le plus intéressant est celui où kj =|; (x) — fi]. 

**) Des theoremes analogues subsistent dans le domaine des variables 
complexes cf. T. Wazewski. Sur /’appréciation des intégrales des sys- 
fèmes d’équations différentielles ordinaires et de leur domaine d’existence 

(v. la suite en bas de fa page suivante) 
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Considérons deux systèmes d'équations différentielles 


d 

==, (x, Lar ae VIN Ie een) (9,22) 
dy; ; 

= eh (x, Visa Ve) (= See, (9,23) 


dont les deuxièmes membres sont continues dans le do- 


maine 
\x—#/< El yr D< br G=1,..., n) (9,24) 


Supposons que, dans ce domaine, on ait les inégalités 


BG ESA EEE EC EX NT a; y.) | < 


< alll iyi pl, Ya Val) (0,25) 
Soient 

y (=. Cane £50 Veo Oo) (9,26) 

Yi =Yx),..., Yar =y (x) (9,27) 


certaines intégrales respectivement du système (9,22) et (9,23) 
qui existent dans l'intervalle 


sont renfermées dans le domaine (9,24) et pour lesquelles 
on a 


|p, (2) — y; ($)| < k; (k; constantes) (9,28) 


Cela posé on a les inégalités 
ROD reo WICH NAE a Nal iaa e a29) 
valables dans l'intervalle 
|x— | < min (a, h). 
La démonstration découle immédiatement de la partie IV 
du Théorème 7. 


(Suite de la note en bas de la page precédente) 

dans le cas des variables complexes. (Annales de la Soc. Polon. de Math. 
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans l'énoncé du Théoreme 2 du travail cité s'est 
faufilée une erreur évidente: l'inégalité (3, 2) à la page 106 doit avoir la 
forme de l'inégalité (9,25) du présent travail. Cette erreur a entraîné le 
fait, — comme me l'a fait remarquer M. J. Szarski, — que l'exemple 
3 à la page 109 devrait être remanié. 
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Corollaire 3. Si l’on pose, dans le théorème précédent 
OCT RTE GRR Vig tev 


on obtient la limitation (9,29) pour la différence de deux 
intégrales du système (9,22) dans l’hypothèse que leur va- 
leurs initiales remplissent les inégalités (9,28). 


S 10. Une condition d’unicite. 


Théorème 10.*) Considérons le système d'équations 
differentielles 


d'u; 


do OG Uses Un), G=1,..., n) (10,1) 
Désignons par © l’ensemble 
0<e<6,0<u,< +o, (f=1,..., n) (10,2) 


Supposons que, dans l'ensemble ©, les fonctions o, soient 
continues, non négatives (6,>>0) et que la fonction 
o,,(i=1....,n) soit croissante (au sens large) séparément par 
rapport, à chacune des variables, i), TPE RTE 
Supposons ensuite que l’unique intégrale du systéme (10,1) 
issue du point e=0, u,=0, (j= 1,..., n) qui remplit (10,1) 
dans un intervalle 0<o0<¢ (ot 0<¢< 6) soit identique- 
ment nulle. 

Ceci étant admis sur le système (10,1) nous avons le suivant 
critère d unicité. 

Si les deuxièmes membres du système 


d y; | 
gx e y,), G=1,..., n) (10,3) 


remplissent dans { les inégalités 
if, (x, Yis... Dj ah (x, Va re y.) < 
< CURE RS ah) 


et si le point 


(10,4) 


Ge”, LER y,) (10,5) 


*) Communiqué le 13 Septembre 1933 au XIV-eme Congrès des Me- 
decins et Naturalistes Polonais à Poznan, v. Pamietnik Zjazdu Lekarzy 
i Przyrodników Polskich w Poznaniu, T. I. p. 199. 
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appartient à 2 alors deux intégrales y,=9,(x), (i=1,..., n) 
et y= y; (x), (i=1,..., n) de ce système issues du point 
(10,5) qui vérifient ce système dans un intervalle | x— |< ¢ 
(où 0<¢< ô) sont identiques dans cet intervalle. 


Démonstration. Ce théoreme résulte immédiatement du 
Corollaire 3 du § 9. A cet effet il suffit de poser dans 
les relations suivant (9,20) k;= 0 et d’observer que l’inté- 
grale supérieure du système (9,1) issue du point e=0, u,=0, 
(i= 1],...,n) est identiquement nulle dans l'intervalle 


0<e<,c.-a-d.z,(0;0,...,0))=0. 


§ 11. Solution approché d’un système d’équations diffé- 
rentielles et limitation de l'erreur. 
Considérons un système d'équations différentielles 
dy, i n 
dy 8 E V Va), G—1,...,n) (11,1) 
qui est difficile à résoudre. On se propose de trouver l'in- 
tégrale approchée issue d'un point P et d'apprécier l'erreur. 


On peut supposer que 

P= (0; 0. 06:00, SA = 0, FL E AE) 
car on peut réaliser cette condition au moyen d’une trans- 
formation linéaire de la forme z; = y; + a x+ b, (i=1,...,n). 
l-ére étape. On remplace le système (11,1) par un système 


MOG! ype Gr) (11,3) 
où G (0,...,0) 0. On prend soin de choisir les G' d’une 
telle façon que l'on ait 

IG! (x, Yp., Y) — G (x, Pi... Vn) |< 

<o ([xl, | yi — 7il... Yn — Yal) 


où les fonctions o't remplissent Hypothèse L du § 9 et que 
la solution effective ou approchée du système (11,3) soit 
plus facile à calculer. 


Soient respectivement 
er ET Ea USRA R (11,4) 
y, = y(x), Re ar) (11,5) 
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les intégrales du système (11,1) et (11,3) issues de l'origine 
des coordonnées. 
2-ème étape. Nous posons 


h (Cap 8 ve — 9' (KV Na G. ‘soa y,,): 
On observe que l'intégrale (11.4) remplit le système 
dy, 


Sot SG (Vues Yu) TH (e pr C9... Pa GO). (11,6) 


3-ème étape. On cherche à majorer les fonctions 
| h' (x, 9, (x), , Pp (x)) 
c.-a-d. à trouver les fonctions a, (x), telles que 
| hi (x, pı (x), --., Pa (4) | <a, (| x1) (11,7) 
A cet effet on cherche d’abord fonctions /;(x) qui majo- 


rent les |g; (x) | 
|p; (x) |< 8, (| x]). 


Une telle majoration pourra étre obtenue au moyen du 
Théorème 7 du § 9. Ceci permettra de trouver une majo- 
ration (11,7), car 


Lh’ (x, p, (x),..-,) |= | F’ (x, pi (x), ...,) — hi (0, 0,...,0) |= 
=| x h, (Ë, tyr te) +29, (x) hy ECE OARE 
<MUlx|+A (x) +, +8, (xD) 
lorsque |h,|< M, Nag, |< M. 

4-éme étape. On a d’après (11,4) (11,5) et (11,7) 


; 2 Cv — 


= | G’ (x, p, (x),..) + h' (x, pi (x),..) —G' (x,y, (x),..J |< 
<o(\x|,| p (x) — y (x)|,...,1 9, (0) |— p, (x) |) a (| x). 
En désignant par u; —7;(o) l'intégrale supérieure à droite 
issue de l’origine du système 


du 
55 ane Fic: est TE) eager (O), 1 — l'en) à) 


*) Ce systeme remplit évidemment aussi l’'Ilypothèse L du § 9. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 1] 
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on obtiendra en vertu du Théoreme 7 du § 9 les inégalités 
Lp (œ) — y (x)| <z (|x]), @ alga, a) 
qui fournissent la limitation cherchée de l'erreur. 


Exemple: A titre d'exemple nous calculerons une limita- 
tion*) del’erreur que l’on commet en remplaçant les deuxièmes 
membres d’un système d'équations différentielles par les 
termes linéaires de leur développement de Taylor et lorsque 
l'on considère lintégrale du système ainsi obtenu comme 
l'intégrale approcheé du système primitif. 

On pourrait vérifier que notre limitation est plus exacte 
que les limitations courantes de telle sorte. 


Nous indiquerons aussi la limitation de la longueur de 
l'intervalle dans lequel les intégrales en question existent. 
Supposons que les fonctions g! figurant dans le système 


d y; 
dx BBV woe Yn)» (i=1,..., n) (11,8) 
possèdent les dérivées partielles du second ordre continues 
dans l’ensemble 


RAA AIN a) (11,9) 
et que l’on y ait il les relations 
&|< 4], <A où A>0,**) (11, 10) 
anes as | < B, gy, |< B, (11, 11) 
g'(0,..., 0)=0. (11, 12) 


*) Une limitation identique de l’erreur (cf 11,23) subsiste pour les 
équations différentielles dont les deuxièmes membres sont fonctions analy. 
tiques des variables complexes, lorsque les dérivées partielles d’orcre 1 
et 2 remplissent les inégalites (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe 
(11,9). Ceci résulte de notre théorème antérieur (T. Wazewski. Sur 
l'appréciation des intégrales des systèmes d’équations différentielles ordi- 
naires et de leur domaine d'existence dans le cas des variables complexes. 
Annales de la Soc Polon. de Math. T. XVI. p 104). L'exemple 3 (qui ne 
pas correct) du travail cité (p. 108) pourrait être remplacé par le présent 
exemple. 

**) Dans le cas A = 0 on aurait g'=0 et la solution de (11,8) sertait 
immédiate. 
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Posons pour abréger 
g.— 8, (0, 0,... 0), 2, = 2, (0, 0,.::, 0) 


1-ère étape. En remplaçant dans (11,8) les g' par les termes 
linéaires de la série de Taylor nous obtenons (cf. 11,12) le 
système linéaire 

= X Bs Hie P, g,, (G=1,...,n) (11,13) 


plus facile à la solution exacte ou approchée que le système 
(11, 8). 
Ce système a la forme 


d y; i : 
dx ROY y), (i=1,..., n) (11,14) 


ou 
G= x8. +X Y 8y, (=1...,n) (11, 15) 
J 
On a en vertu de (11,10) 
Gps... Yn) —G (x,F;,,..., 9) 1< A Diy, —ÿ.l 
jl 
la fonction o' de (11,9) a donc la forme 
GO QUE nel) ake PLT 
j/1 
Désignons respectivement par 
y; =p (x), (=1,..., n), (intégrale de 11,8) (11,16) 
y: = y; (x), Ü—=1,...,n), (intégrale de 11,13) (11, 17) 


les intégrales des systèmes (11,8) et (11,13) issues de l’ori- 
sine des coordonnées 


(= NGO eI PT) (11, 18) 
2-eme étape. En posant 
RV SV eV) Oy Vis A, 


nous pouvons mettre le système (11,8) sous la forme 
dy; poa 
qy CG, YTE ES y, +h (x, LAE a U). (== n) 


J1* 
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et les fonctions y, (x) remplissent le système 


dy; i j 

qx TO (x, Vy ees Van E Po) a PRE 00) 
3-éme étape. Afin de trouver les fonctions majorantes pour 
les |h (x, p;(x),..., p, (x)) | nous cherchons d’abord les fonc- 


tions majorantes pour les |g,(x)'. On a vertu de (11,12) et 
(11,10) pour les points de l’ensemble (11,9) 


|g (x, Virveves y) |=| xg" (£, IEEE Mn) + 2 y; 8, (E We uP) 


<A(ix|+ Slyj). 


Considérons le système auxiliaire remplisant l'Hypothèse L 


du § 9 + 

U; . 
Nae 2 CN) n). 
a © jin 


Pour l’intégrale de ce système issue de l’origine des coordo- 
nnées On aura en raison de symétrie 


u =u =... =u, =å (0) 
di(g) _ 
45 = A(o+ni). 
On trouve 
l nAo | ; 1 [(nAo) (nAey l 
aS Ne — ] = n Aal =l +> —+ {< 
(o) EYE Q n°1 | 2! 3) 
l 2 nAo 
<> as 
34e e 
et pour 0 < ọ < h on aura 
(0) <5 Ao ten 
et, par suite, 
+ @ na 
|e (x)| < 5 Alxf e"*" (11,19) 


Ces intégrales existeront tant que 


| l ‘ . 
Ix < 5 Alx | e4" <h et |x| <h, c.-à-d. lorsque 


EQUATIONS ET INEGALITES DIFFERENTIELLES 165 


/2 h —}nAh 
x| < minimum h, ļ = e (11,20) 


et cette inégalité fournit une limitation de la longueur de 
Vintervalle dans lequel existent les intégrales y, (x). 


Passons a la limitation des |h (x, p, (x),.., 9, (x)|. 

En appliquant la formule de Tavlor aux fonctions g nous 
obtiendrons en raison de (11,12), de la définition des h et 
des inégalités (11,11) 


| I | é Bec ire 
|h (X, Yay eee Yad |= re | bre. Ce Nee Et : 
l 
> B |+ S iyi) 


et par suite (cf. 11,19) 
l | n à | 
A’ OC) vr PD) 5 B (1 AL SIA aN ER 


En posant 
l | liz Na 
C= 5B(1+ > Ahe™") (11,21) 
on obtient | | 
hi (x. P (x). 2 p, (x)) < Cri (11,22) 
4-eme étape. On a 
d (p, (x) = Pi (x)) | 
ae = | GG OD AE Gap FA) 


=G (x, y) =1 E g, + @ GG) + 


a h (x, Pi (x) ,...)/ 
d'où, en raison de (11,10) et (11,22), il s'ensuit que 
d(9,(x)—y(x)}| oo ¥ 
Sn Perret A2 | py GG), (x) | + C| x |? 
Afin de majorer | y.(x)— y,;(x)| nous introduisons le Sys- 
tème suivant remplissant l’hypothése L du § 9 
dv! 


_ —= À ViFC oF 
de 2 
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et. comme w, (0) — y; (0) =0 (cf, 11,8), il suffira de trouver 
l'intégrale de ce système issue de l’origine et d’appliquer 
le Théorème 7 du § 9. Or, en raison de symétrie. on aura, 
pour cette intégrale v; = v, =. .. =v, = a (ọ) où 

da 


do nat Ca 


L'intégrale de cette équation, pour laquelle a(0) =0 sera 
LPE do AiE ned ogr pliso 
al) = ay (C arch [haa 
En développant e"! en série, on parvient facilement à l’iné- 
galité 
a(o)< € get. 
= 


__ En appliquant le Théorème 7 du § 9 on en déduira fa- 
cilement la limitation cherchée de l'erreur 


Lp; (x) — y: (x) : Abas th (11,23) 


où C a la forme (11,21). 


SUR LES INTEGRALES PREMIERES DE L’EQUATION 
y — f(x, y) 


Par 
Z. SZMYDTOWNA (Krakow). 


Introduction. 


Considérons l'équation différentielle ordinaire 
y = f(x,y) (1) 
définie dans un ensemble ouvert E. 


Une fonction z(x,y) sera dite l’intégrale première non 
banale de l’équation (1) dans un sous-ensemble ouvert E; 
de E lorsqu'elle: 

1) possède dans E, des derivées partielles continues du 
prémier ordre, 

2) est constante le long de chaque intégrale de l’équa- 
tion (1), 

3) z(x,y) 0 dans E.. 


La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc- 
tion z(x,y) soit l'intégrale première non banale de l’équa- 
tion (1) dans E, est qu'elle soit intégrale de l'équation 


OZ . OZ 


et qu'elle possède une derivée partielle par rapport à y dif- 
férente de 0 dans l’ensemble envisagé !). Par l'intégrale de 


1) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930)» 
p. 298 et 299. 
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l'équation (2) dans l’ensemble E, j'entend ici, selon l'usage 


général, une fonction z(x,y) de classe C’ dans Fa 2) et qui 
y satisfait à l'équation (2). 


M. Kamke a démontré quelques théorèmes sur lexis- 
tence des intégrales premières de l'équation (1) dans un 
ensemble donné d'avance. Je vais rappeler l’un d’eux?”): 

Soit f(x,y) une fonction continue et possédant la dérivée 
partielle f,(x,y) continue dans un domaine simplement 
connexe 22. Cela posé, dans chaque domaine H borné et 
contenu avec sa frontiere dans le domaine £2, il existe une in- 
tégrale z(x,y) de l'équation (2) pour laquelle z,(x,y) > 0 
dans chaque point du domaine H. 


Or, dans le domaine { tout entier, l'intégrale première 
non banale de l'équation (1) peut ne pas exister, comme le 
montre le théorème suivant de M. Wazewski’): 


Il existe un domaine ouvert et simplement connexe £2 
et une fonction f(x,y) possédant dans © des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres, tels que toute inté- 
grale de (2) valable dans £2 tout entier est forcément con- 
Stante. 


M. Szarski°) a demontré ensuite que l’on peut rem- 
placer dans le théorème de M. Wazewski l’ensemble 2, 
dont la structure était bien compliquée, par un carré ouvert 
arbitraire ou par le plan tout entier. 


*) Une fonction f(x,y) définie dans un ensemble E est appelée fonction 
de classe C” lorsqu'elle possède des dérivées partielles continues de l’ordre 


n dans l’ensemble E. Elle sera appelée fonction de classe C™, si elle 
possède dans l'ensemble envisagé des dérivées partielles continues de tous 
les ordres. 

3) E.Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 316, Satz 5. 

3) T. Wazewski: „Sur un probleme de caractere intégral relatif 


à l'équation : 2z +Q (x, y) = 0” Mathematica, Vol. VIII, (1933), p.103—116. 
5) J. Szarski: „Sur un problème de caractère intégral relatif a lé- 


quation Z5 + Q (x,y) Sy 70” Ann. Soc. Pol. Math. vol. XIX, (1946), p. 106—132. 
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M. Wazewski m'a proposé d'examiner le problème 
d'existence des intégrales premières non banales de l’équa- 
tion (1) de classe C'(n>2) valables dans un domaine 
ouvert et simplement connexe. Or j'ai obtenu à ce sujet 
le théorème suivant: 


Théorème. Pour chaque n naturel, égal au moins à 2, 
on peut construire un domaine ouvert, simplement connexe 
Q et une fonction f.(x,y) de classe C™ dans cet ensemble 


de sorte qu'il existe une intégrale première non banale 
— | T7 : 
de classe C" de ľéquation 


Vee hy) 
valable dans {, tout entier, tandis qu'une intégrale non 
banale de classe C” valable dans 2, n'existe point. Plus 
précisément, chaque intégrale de classe C” de l’équation 


Z aoe 
ee ar PLOY) Ty = 0 


valable dans ©, tout entier est forcément constante. 
I. Je laisse de côté le cas n= 1, car il conduit au théo- 
rème de M. Wazewski. 


II. La démonstration sera effectuée en plusieurs étapes. 
Nous introduirons à cet effet quelques définitions et nous dé- 
montrerons quelques lemmes préliminaires. Pour simplifier 
l'écriture je vais désigner l’ensemble £2, et la fonction f,(x, y) 
intervenant dans l’énoncé de notre théorème par £2 et f(x, y). 


Supposons que f(x,y) soit définie dans un ensemble 
ouvert 2 et que (xY) E C Q. 


Définition 1 . Nous dirons que le point (x,,y,) est 


—_ 


horizontal de classe C”“ par rapport à l’ensemble E et 


a l'équation (2), lorsque — pour toute intégrale z(x,y) de 
classe C” de (2) valable dans E — on aura 
Z,(X,Yo) 10% 


°) Cette définition a été introduite par M. Wazewski pour le cas 
n=1 (voir la ncte 4 en bas de la page). 
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En vertu de |’équation (2) on aura alors aussi 
AETAT p= 0 s 


De cette définition il résulte immédiatement le lemme 
suivant: 


Lemme 1: Si le point (x,,y,) 
(X5,Vo) € je & ie, € NQ 


est horizontal de classe C” par rapport à l’ensemble E, et 
à léquation (2) il l’est aussi par rapport à l’ensemble E et 
à l'équation (2). 


III. On sait que l'équation (1) est léquation des caracté- 
ristiques de (2). 
Definition 2. La caractéristique de l’équation (2) sera 


dite caractéristique horizontale de classe C” Par rapport à 
l'ensemble E et à l'équation (2) lorsque chacun de ses points 


est horizontal de classe C” par rapport à E et à l’équa- 
tion (2). 


Lemme 2”. Soit f(x,y) une fonction de classe C' 
dans 2. La caractéristique de l’équation (2) issue du point 
(xY) et située dans l’ensemble ouvert EC est hori- 


zontale de classe C” par rapport à l’ensemble E et à l’équa- 
tion (2) à condition que le point (x,,y,) soit un point hori- 
zontal au méme sens. 


Lemme 3. Désignons (voir la figure 1) par Q le carré 
J a<x<ath 
LB<y< pth, 
par HM, le rectangle 


7 [tas — DRX ee 
! | fB—h<y < 6+2h, 


7) Quant a la démonstration voir le lemme 2 du travail cité dans la 
note 5) en bas de la page. 
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par IJ, le rectangle 
nl | a+h<x<a+2h 
S| pa yee he 


et enfin par H le polygone 
HSI + Q+. 


Polygone J 


Fig. 1 


Il est important de remarquer que le polygone U n'est ni 
ouvert ni fermé. On l'obtient du polygone fermé en sup- 
Primant les côtés fermés parallèles à l’axe OX. 
Divisons le carré Q en trois rectangles Q,, Q,, Q;: 
(Re LT hR<x<a + 1%, 
Q, 3 3" G=1,2,3) ©) 
B<y<B+h. 
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Nous affirmons qu'il existe une fonction f(/I;x,y) définie 
dans le polygone H égale a 0 aux points de, +Q,+Q,4+ Z, 
et jouissant des propriétés suivantes: 


w,) f(L;x,y) est de classe C” dans H. 
w,) Les lignes J, et 4, 
(doc RES 
y= fp 
sont des caractéristiques horizontales de classe C” (def. 2) 
par rapport à l'intérieur du polygone H et à l'équation: 


; d2) 


ETNE 
py + FUL:xy) ES = 0. (4) 


C 
w,) Par rapport 4 chaque fonction w(y) de classe C”' dans 
l'intervalle (6 —h,/+2h) dont la dérivée w’(y)>0, il existe 
l'intégrale non banale z(x,y) de classe C” ‘de l’équation (4) 
admettant sur le segment ouvert AB les mémes valeurs que 
la fonction w(y) et dont la dérivée 


z, (x,y) >0 


dans U tout entier. 


Introduisons pour la démonstration deux fonctions auxilia- 
ires F(n) et A(x). Voici la définition de la 
fonction F(n): 


SANT; } 
EA Ea G , g pour Aey Ah 
PE HET A 
où 
n— 1 n — À 
g()=& ` — (1—4 ` pour 0<F <1. 


1. On vérifie facilement que la fonction F (n) qui transforme 
l'intervalle [8,8 +h] en luiméme est de classe C7 dans 
l'intervalle (6,6 + h), de classe C™' dans [8,8 + h] et ne 
possède pas de derivée finie d'ordre n pour y= £ et n= +h. 
En outre F(y)>0 pour << +h. 
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Avant de définir la fonction 2(x) introduisons d’abord la 
fonction 7(x) 


SS. 2} h 2h 

CONTE POUR ISERE Tr 
def 3 | Sp 

2- ' h 2h i 
t(x) = 0 pour xe|a,a +3] et pour xela+ 3 a+ h | 


Désignons par G(x) 
G(x) = |«(x) dx 


et soit 


pour xe lasa +h]. 


2. On constate que 
A(x) = 0 pour xe [aa _ à 
GT a Sse h| . 


A(x) = 1 pour xe 


En outre 1(x) est dans l'intervalle [a,a +h] une fonction 


croissante de classe C°””, dont les derivées de tous les ordres 
2h 


s’annulent pour x=a+ i et pour x=a + 3 
3. Nous affirmons que l’on peut résoudre l'équation 
y = F (n) + [n—F (n)] a(x) (5) 
par rapport a 7 dans l'ensemble l défini par les inégalités 
| PME 
ye SERRE 
apes ee pee es 


Pour la démonstration supposons que les deux points (x), Yi), 
(x, Y,. M) appartiennent à l’ensemble T, satisfassent à l'équation 
(5) et que mm. Il suffit d'établir que (x, y,) Æ (x, y). Si 
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x, x, le théorème est démontré, sinon nous avons les 
relations 

yi — PDU —2epl+n, 

Ya = F (n) [1 — 2 (x) ] +m . 


Comme 1—A(x,)>0 et la fonction F(7) est croissante au 
sens stricte (cf. 1) il s'ensuit de ces dernières relations que 
VF Va 


4, La fonction 
n= X(x, y) 


que l’on obtient en résolvant l’équation (5) par rapport a n 
est, d’après le théorème sur les fonctions implicites, de 


classe C™ en particulier dans le rectangle Q, (cf. la relation (3)). 
5. Posons 
f UI; x, y) = {4 (x, y) — F [x (x, y)} X (x) (6) 
pour (x, y) e Q.. 


En vertu des propriétés de la fonction 4(x), la fonction (6) 
sannule avec ses dérivées partielles de tous les ordres pour 


x=at 2 et pour x=a+ on Il s'ensuit que la fonction 


f (UI; x,y) jouit de la propriété w,). 


6. Comme f (I; x, y) s’annule dans Q, et Q, les équations 
(5) nous donnent d’après la définition de f (11; x, y) dans Q, des 
caractéristiques de l'équation (4) pour les xela,a+hl]. 


7. Chaque caractéristique de l’équation (4) issue d’un point 
intérieur du segment RS atteint aussi le segment CD dans 
un point intérieur. En prolongeant ces caractéristiques dans 
les intervalles [a—h,a] et [a+h,a+2h] on obtient des seg- 
ments parallèles à laxe OX, car la fonction f (HI; x, y) san- 
nule dans les rectangles MH, et I. 


8. Je me borne 4 donner la démonstration de la propriété 
w,) respectivement à la caractéristique 4,, car pour 4, elle 


est tout à fait analogue. 
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Supposons pour la démonstration par l'impossible qu il 


existe une intégrale z(x,y) de classe C” de l'équation (4) 
telle que pour un certain x,e(a— h,a) on ait 


z, (x, f) 0 . (7) 
Soit x, un point arbitraire, mais fixe, situé dans l'intervalle 
(a+h,a+2h). La relation 
z (x; F(n)) — z (x, n) = 0 
étant valable®) pour 6<7<f+h on obtient à la limite 
Z Ces b) TEL ES? 8) = 0) (8) 
car F (BP) =f. 
En vertu des relations (7) et (8) on peut résoudre |’équation 
z (X, VAUX n) = 


par rapport à y dans le voisinage du point (8,8). La fonction 
y = Ž (n) ainsi obtenue étant unique et de classe C” dans le 
voisinage du point /, la dérivée F (6) doit être aussi finie 
ce qui contredit à une propriété de la fonction F (n) (cf. 1.). 


La propriété w,) est ainsi démontrée. 
9. Pour la démonstration de la propriété w,) désignons 
par P,,P,, P, les carrés: 
fath< x<a+2h D fa+h<x<a+2 h fat+h<x<a+2h 
COUB<y<B+R a +h<y<f+2h' AB—h<y<8. 
Soit o (x; 4,7) la caractéristique de l’équation (4) issue du 
point (¢,7). En particulier 
p(x; x,y)— y dans H, + Q,, 
p(x,; x, y) = Fly) dans Q, + Po. 
D'après un théorème de Bendixson’), la fonction 
W(x, y) = P(x; x,y) 
8) Voir la note 1) en bas de la page. 


*) E.Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 155, Satz 1. 


176 Z. SZMYDTOWNA 


est une intégrale de |’équation (4) dans l’intérieur de len- 
semble 17, + Q + P» dont la derivée par rapport à y est 


positive. La fonction f(/7;x,y) étant de classe C% (pro- 
prieté w,), il résulte du théoréme sur la différentiation des 
fonctions caractéristiques'®) que wfx,y) l’est aussi. La 
fonction z(x,y) définie par des relations: 
z(x,y) = olytxy)] à l’intérieur de 7,+Q+P, , 
z(x,y) = w(y) sur les côtés verticales de M, , 
z(x,y) = o[F(y)| sur les côtés verticales de P}. 
est une intégrale de classe Cixede l'équation (4), qui jouit 
des propriétés suivantes: 
1) z(x,y) = w(y) sur le segment AB, 
2) z(x,y) = w[F(y)] dans le carré P, , 
3) z,(x,y) > 0 dans H, +Q+P,, 


4) il existe les limites finies c, et d, 


yp +0 Oy 


v 


V— OT in aes 
lim GC. zxy gels AS x Sar-F2/h., 
y—>p+h—0 sons =Q 


avec c, >0 et d, >0. 


Soit 
n—1 
oly) == 2 > (y—8)" pour P—h<y<f | 
Si do(y) A : S 
Lag > 0 dans 1 intervalle [2—h, p] je pose tout simplement 


z(x,y) =o(y) dans P, 


sinon, il y a dans cet intervalle la plus grande racine y, de 


l'équation aly) = 0. Choisissons le nombre k de façon que 


10) E, Kamke: Düff. reeller Funktionen p. 166, Satz 4. 
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] 
ot pe 
ne (yo—£) > | m. 
où - 
m = min daly) pour f—h<x<6. 
dy 
Soit 


| 0 pour y=/, 
u(y) = y 
Er OF pour f—h<y<B. 


Je pose par définition 


y | 
z(x,y) = o(y) + | u(y) dy pour (x, y) € P,. 
ji 
On voit immédiatement que z,(x,y)>0 aux points de P,. 
La définition de la fonction z(x,y) dans P, se fait d’une 
manière analogue. 
On parvient ainsi à une intégrale z(x,y) de classe C"! 
de l’équation (4) qui admet sur le segment AB les mêmes 
valeurs que la fonction w(y) et possède la dérivée 


z,(x,y) > 0 
dans le polygone // tout entier. 
Notre lemme est donc démontré 


IV. Passons maintenant a la demonstration du théorème 


même. 

1*. Nous nous servirons d'une suite de polygones W, 
aux côtés parallèles aux axes de coordonnées, d'une suite 
des fonctions f(W,;x,y) et des équations différentielles (R,) 


OX 
qui possèdent les propriétés suivantes: 
a) F(W,;x,y) est de classe C™ dans W,, 


6,) Pour un point quelconque M situé à l’intérieur de W, 
il se présente au moins une des circonstances suivantes: 


£ + f(W,3x,y) kn = 0 (R,) 


+ 


1) M est un point horizontal de classe C” par rapport 
à W, et à l'équation (R,), ou bien 
2) la caractéristique de cette équation issue du point 


M se laisse prolonger vers la droite jusquà ce quelle 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12 
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rencontre le côté vertical du polygone W, en un point 
C(xwc) qui n'est pas un sommet de W,. Il existe donc 
des nombres k>0, 1>0,11) tels que le rectangle o (fig. 2) 


{ Xo—k<X<X0 
eal a<y <b 
oC W, et f(W,;x,y) — 0 dans o, 


tandis que polygone rt 


| Xo < X< Xo+l 
la <y<b 


n'a pas de points communs avec l’intérieur de W,. 


T(x,,b) 


Mere 


y,) Il existe au moins une intégrale première non banale 
z(W,; x,y) de classe C"7! de l'équation 


y =f, ;x,y) (S,) 


pi Xy) >0 dans W, tout entier. 


pour laquelle Z, (W 
Si pòl on a: 

6.) WCW, fW; x,y) — AU i; x,y) dans W, 

e) 2(W,;x,y) —2z(W,_;,;x,y) dans W,_,, 


p 


l ar ES | 
n,) tout cercle de rayon a et de centre situé à l'intérieur 


1) Les nombres x), c, a, b, k, l dependent du polygone W, et du 
choix du point M. Afin d’être plus rigoureux il faudrait donc écrire x, (M, 
W,),..., (MW, ). 
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, contient au moins un point horizontal de classe 


de W,_ 
C” par rapport à W, et à l'équation (R,). 

L'existence des suites W,, f(W,;x,y) va être demontrée 
par recurrence. Nous prenons comme W, un réctangle (ar- 


b'traire du reste) aux côtés paralleles aux axes des coor- 
données et nous posons 


F(W ;x,y) = 0 dans W,, 
zZ(W,;x,y) = y dans W. 


Les propriétés a), BP.) y,) sont ainsi vérifiées. 


Supposons que pour un polygone W, et une fonction 
f(W,;x,y) les propriétés a,)...., 7,) subsistent. Nous affir- 
mons quil existe un polygone W,,, et une fonction 
iW, ony) pour lesquels subsistent des propriétés 


apti) s-e Up) 

Le polygone W, peut être couvert par un nombre fini 
de cercles de rayon, et dont les centres sont des points 
intérieurs de W,. Soient 

eM Me: (9) 


les centres de ces cercles. Je vais étendre la définition de 
la fonction f(W, ;x,y) aux points du polygone plus large 
W,4, de façon que les propriétés a,,,),...,¢,,,) subsistent 
et que les points (9) deviennent horizontaux de classe C” 
par rapport à W,,, et à l'équation (K,,,). La propriété 
9,31) Sera aussi remplie en vertu de la façon dont on a 
choisi les points (9). 


. 


Si M] est horizontal par rapport à l’intégrale de classe 
C” de l'équation (R,) je pose 


AOT 1 
W o+ = Wp et AW p413 A2 raar FW x,y) 
sinon, la caractéristique de l'équation (R,) coupe un côté 


12 
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droit de W, (propriété £) et on peut construire le poly- 
gone JJ du lemme 3 de sorte que (fig. 3) 


Posons 


le a — 
Wii =W, +1. 


La fonction 


W x, d W 
(Wo x,y) y, A i y) HAE 


| f(IL ;x,y) cans 11") 


est de classe C™ dans W,., et les segments Hh, (CEC) et 
A,(DD’) sont des caractéristiques horizontales par rapport 


au polygone H et à l’intégrale de classe C’ de l'équation (4) 
(lemme 3). Il résulte de la définition (10) et des lemmes 1 
et 2, que les caractéristiques CC’ et DD’ tant qu’elles existent 


(10) 


` e e - l : n 

à l'intérieur de W +, sont horizontales de classe C par rap- 
port à l'équation: 
|Z 
Cx 


[© 


+ AW) 52 = 0. (11) 


En particulier le point M est horizontal par rapport à l'inte- 


rieur de W et à l'intégrale de classe C de (11). 


12) Quant à la définition de la fonction f(/1:x, y) voir le lemme 3. 
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Le lemme 3 assure en plus l’existence de l'intégrale z(x, y) 
de classe C7" de l'équation (11), telle que 


z,(x, y) > 0 dans ‘Wir. 


Le rôle de la fonction w(y) du lemme 3 est joué mainte- 
nant par la fonction z(W, ;x,,y) (fig. 3). 


Les remarques faites ci-dessus montrent que les propriétés 


` 


e e; ° ? 
asii), +++ 5 &41) subsistent à condition d'y remplacer W,,, 


par PAA En appliquant de nouveau le mème procédé nous 
étendons de proche en proche la définition de la fonction 
PUE 1: x,y) aux points dun polygone Wp — WP. de 
sorte que les propriétés a}, é,,,) Soient verifiées et 


que les points (9) deviennent horizontaux de classe C” par 
rapport à W +, et à l'équation (K,,,) (lemme 1 et 2). 


L'existence des suites TA et [R] est ainsi demontrée 


2*). Désignons par £2 la somme de la suite croissante (proprié- 


té ô) des polygones ouverts W,. 2 est donc un domaine 


simplement connexe.» Soit (x,y) un point arbitraire de Q. 


Posons 


f(xy) = FW ;x;v) (12) 


où W, est le premier polygone de la suite {W7,} qui contient 
le point (x,y). En rapprochant les propriétės a,) et ô) on 
constate facilement que la fonction f(x,y) possède dans 2 
des dérivées partielles continues de tous les ordres. Les 
points rentrant dans la suite infinie: 


Mise: PE A AN EMI 


LE AS 


forment un ensemble partout dense sur 2 des points hori- 
zontaux par rapport a Q et à l'intégrale de classe C” de 
l'équation 


o O 
ae + fey) + = 0, (13) 
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ce qui résulte immédiatement de notré construction 
lorsqu'on tient compte du lemme 1 et de légalité (12). 


Soit œ(x,y) une intégrale de l’équation (13), valable et 
de classe C” dans 2. Ses dérivées p,(x,y) et ,(x,y) sont 
continues. On a donc 

p,(x,y) = 0 
p, (xy) = 0 
Comme Q est un domaine il en résulte que la fonction ø (x,y) 
est constante. En même temps la propriété Y») nous assure 


l'existence de l'intégrale z(x,y) de classe C” de (13) dont 
la dérivée z(x,y) > 0 dans Q tout entier. 


Notre théorème se trouve ainsi démontré. 


| dans ©. 


i 


SUR UNE PROPRIETE DES ENSEMBLES PLANS 
DE DIAMETRE TRANSFINI NUL 


Par 
ROMAN LEITNER (Kraków) 


Soit F un ensemble infini, fermé et borné des points du 
plan. Considérons dans F un système de n > 2 points 


(1) MU ne 


distribués dans F de maniére que le produit de toutes leurs 
distances mutuelles 


2) VO. HO) = LE nf 
remplisse la condition 
(3) V Of™,..., 49) = max V(z,,..., Zz.) , 


Paa 
où MER V désigne le maximum de la fonction V lorsque les 


points z,,..., Z, varient dans l’ensemble F (ce maximum 
est atteint car F est un ensemble fermé). Nous dirons que 
les points (1) forment un systéme extrémal du rang n de 
l’ensemble F. Il est bien connu que la suite 


(4) STGP, A V (nf, 02.4 96) 


est toujours convergente vers une limite d(F) dite diamétre 
transjini de F. 


Formons la nouvelle suite 
(5) H, (2) = Y z=... | zy | 


où z est un point quelconque du plan. M. F. Leja a dé- 
montré!) que: 


— l mM — 


1) Ann. Soc. Pol. de Math., t. XIV (1935). p. 131—134. 
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1° lorsque d(F) > 0 la suite (5) tend en dehors de F 
vers une fonction limite °), 

2° lorsque d(F) = 0 la suite (5) est aussi convergente 
en dehors de F a condition que F n’ait qu'un seul point 
d’accumulation 3). 

Le but de ce travail est de démontrer que dans le cas 
d(F) = 0 la dernière condition est essentielle. Nous allons 
notamment démontrer ce que voici: 


Théorème. Il existe un ensemble F borné, fermé, ne 
possedant que deux points d’accumulation*) et tel que la 
limite de la suite (5) n'existe pas en général. 

La démonstration se compose de trois parties: Dans le § 1 
nous allons formuler quelques propriétés d’un ensemble 
borné, formé, ne possedant que deux points d’accumulation: 
0 et |. 

Dans le § 2 nous prouvons que, s’il existe un ensemble : 
F jouissant de ces propriétés, la suite (5) correspondante 
à cet ensemble ne converge pas en général en dehors de F. 


$ 


Le § 3 est consacré a la construction dun ensemble 
jouissant des propriétés specifiees dans le § I. 


Srl 
Soit F la somme d’une suite infinie d'ensembles E, 
RERO 


i/1 
jouissant des propriétés suivantes: 


*) En désignant par D le domaine infini situé dans l’ensemble com- 
plémentaire à F et par A l'ensemble ouvert complémentaire au domaine 
fermé D, M. F. Leja a prouvé que dans D + À on a 

lim H, (2) = dF) + eC , 
n/Oo 
où dans D G(z) cst la fonction de Green de ce domaine avec le pôle 
à l'intini et dans A, si: cet ensemble n’est pas vide. G(z) =0, (v. Ann. Soc. 
Polon. de Math.. t. XVIII (1945). p. 4—11. 
13) La fonction lim H „(z) est dans ce cas égale à |z—2, | , où Zp est 


le point d’accumulation de F. 
*) On sait que le diametre transfini d’un tel ensemble est égal a zéro 
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Propriété 1. L'ensemble E, est composé des deux points 
z=0 et z=1. Chaque E, est un ensemble fini, non vide. 
Definition 1. N, désigne le nombre d'éléments de Pen- 
semble E.. 


Propriété 2. Les ensembles E, et E, sont disjoints pour ij. 


Définition 2. Soit G, l'ensemble à E, et M, le nombre 


d’éléments de G,, donc M,=5=N, 


a] 


Définition 3. E étant un ensemble fini quelconque con- 
tenant au moins deux points d4signons par V(E) le pro- 
duit de toutes les distances mutuelles des points de E. 


Propriété 3. Les points de l’ensemble G, forment l'unique 
système extrémal de rang M, de l’ensemble F, c’est-à-dire 
les ensembles E} E,,,... sont définis de façon que: 
V (G) >V (G,) pour tout ensemble G, différent de G., com- 
posé de M, points de F. | 
Définition 4. Soit a, i=1, 2,3,..., une suite de nombres 
positifs tels que: 
a = l, a, > aigi >O 
Propriété 4. Les points z de l’ensemble E, satisfont à l’iné- 
galité: 
12 — 0) <a. lorsque T= 2 kak =a 2: a 
et a l'inégalité 
Lz Lisa, lorsque pK lit] 262% 
Définition 5. Soit 6, i=1, 2,3,..., une suite de nombres 
tels que: 
OR aay ty Ged yg di 


Propriété 5. Le nombre d’éléments de l’ensemble E, sa- 
tisfait aux inégalités: 


N, 
Pisa, sS! poursi=—11, 2,-3-.. 
i 
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Remarque. Observons que, sil existe un ensemble F 
jouissant de ces propriétés, il est infini, borné, fermé et ne 
possède que deux points d’accumulation. 


§ 2. 


Lemme 1. Supposons qu'il existe un ensemble F jouis- 
sant des propriétés 1—5, formons la suite (5) correspon- 
dante a cet ensemble et considérons deux suites partielles 
de la suite (5) correspondantes à n= M, k —1. 2, 3,..., 


respectivement à n= Mp K= 1, 2, 3,... Nous affirmons 
que ces suites partielles convergent. en dehors de F, respec- 
tivement vers les limites |z| et |z— 1|. 


Démonstration. Soit z un point fixe quelconque n’appar- 
tenant pas à F. Posonsa=|z|,h=|z—1|. Onaa>0,h>0. 
En vertu de la définition 4 il existe un nombre naturel 
impair m tel que a—a_>0,h—a, >0. 


Définition 6. L’ensemble E étant fini désignons par 
W (z, E) le produit de toutes distances |z—¢]|, où ¢ par- 
court È. 


Remarque: Les ensembles E’ et E” étant disjons, on a 
W(z E + E)=W (z,E). W(z, E”) 


Pour les indices s, où s< m, nous avons, selon les propriétés 
1 et 2, la relation: 


(6) W@2G)=WG,). Wl, SE). W(2E) 


i/m+1 
D'après la propriété 4 on a: 
(a — a)" <W (z,E.) <(a + a)" pour i pairs, 
(b — a)" <W (z, E) <(b + a)" pour i impairs. 


En vertu de la déf. 4 nous avons, pour i >m, les inégalités: 


(7) 


daze Od ne ORNE QC eat, b 
ge Coen Cagle DE CD om 
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AN ee <W(z,E,)<(a+a ~ pour i pairs, 
(b—a ) i< <W(z, E,)< (b Fa ae pour i impairs. 


Il en résulte 


(9) (a—a )S(b—a )S<W (z, SE)< (a+a_) : (b+a_)"s 


i/m+1 


ou Fg aN Gs Q,= DN; 
mci s m<i s 
i pairs i impairs 
Supposons que le nombre s soit pair. On aura alors 
d’aprés (7): 
(10) (a—a) <W (z,E)< (a + a)" 
En designant les quantités: a+a,, a—a,, b+a,, b—a,, 


W(z,G,) respectivement par: À, A B, B, C nous avons, 
en vertu de la propriété 3 et des relations (5), (6), (9), (10), 
l'inégalité: 


1 Ps Qs Ns aks Ps 2 a 


MEME TION. M, M; M; 
(ADEC AB la a) AHS CEA pE ASEN 


S 


Faisons tendre s vers + œ par les nombres pairs. 
D'après la propriété 5, on aura alors: 


ie 1 Me ZAO M M Ps Q. 

M, ? M, < s— 1? Q, < s—l) MS 0, MER N 
d'où il résulte que 

(12) Hy, — a= |z| 


En supposant que s soit un nombre impair on obtient 
d'une façon analogue les formules (10), (11), (12), où a doit 
être remplacé par b. Le lemme 1 est donc démontré. 


Lemme 2. Soient G un ensemble fini et € un nombre 
positif tels que 
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1°|z’—z’|<1 pour toute couple de points z’, z” appar- 
tenant a G, 

2° z — z” |<e pour une certaine couple des points dif- 
férents z, z” appartenant a G. Alors il est clair qu’on 
a l'inégalité: 0< V (G)<e. 


$ 3. 


Construction de l’ensemble F. En conservant les nota- 
tions précédentes nous allons construire l'ensemble F. 
Choisissons une suite £; suivant la définition 5. L'ensemble 


E, soit composé des points: z, = 0, z, — 1. Supposons qu'on 
ait défini pour i <s les ensembles E. Choisissons le nombre 


l À l i : 
a, comme il suit: a =1,a,=5 et a, <V(G,_,) si s >2. Nous 
avons: a. <a,_1, 4, 0. Suivant que le nombre s soit pair 


a 
ou impair considérons l'intervalle - a, | pour s= 2k, 


a. 
Vi 5 


—- | 


respectivement l'intervalle poures —~ Kk. 


ES 


Partageons cet intervalle en N, ,— l parties, où N, est un 


nombre naturel suffisamment grand pour que la propriété 
5 soit remplie. Soit E, l'ensemble composé des points de 


partage ainsi obtenus et des extrémités de ľintervalle. 
CO 
Nous allons démontrer que l'ensemble F= SE ainsi 
a 


défini par récurrence jouit des propriétés 1—5. Il est évi- 
dent que l ensemble F possède les propriétés 1, 2, 4, 5. Il 
nous reste encore à démontrer la propriété 3. Nous allons 
distinguer trois cas suivant que l’ensemble G, —G, contient: 
1) un seul point z, 2) deux points z’, z”, 3) trois points ou 
plus. 

Ad 1): Le point z’ est contenu dans un des intervalles 


(13) [O, aid, (1— a, 1] 


par exemple dans le premier. Si z, =Q appartient à G., alors, 
selon le lemme 2, on a l'inégalité 
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(14) V (G)<a,<V(G) 


parce que z' appartient aii. où hes SA Z <a, <a, 


Si, par contre, z, - O0 n'appartient pas à G,, alors 

LM | 
et l’on voit quen remplacant z’ par z} on augmente cer- 
taines distances mutuelles des points sans changer les autres. 


Il en résulte 


(15) V (G.) <V(G,) 


Ad 2): Si z et z” sont contenus dans le même intervalle 
(13), alors en vertu du lemme 2, on a l'inégalité (14). 
Supposons ensuite que z soit situé dans le premier et z” 
dans le second intervalle (13) et que les points z, = 0, z= 1 


n'appartiennent pas a G.. 
On aura alors: 
GIG RAR Za 


En remplaçant les points z et z” par z, et z, on obtient, 


par un raisonnements analogue a celui appliqué dans le cas 
précédent, l’inégalité (15). 

_ Ad 3): Au moins deux points z et z de l’ensemble 
G, sont contenus dans le même intervalle (13). On aura 
alors: |z —z’'!<a,,, Il en résulte immédiatement l’iné- 
galité (14). 


L'ensemble F possède donc la propriété 3. En vertu du 
lemme 1, la suite (5), correspondante à l’ensemble F ainsi 
construit, n'est pas convergente, à moins que le point z ne 
soit situé sur la bisectrice du segment [0,1]. 


UNE SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE 
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER 
ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


Par 
MICHAL KUMOROVITZ (Bratislava) 


Je veux présenter ici une solution du système linéaire 
homogène d'équations différentielles du premier ordre à 
coefficients constants sans utiliser la théorie des 
diviseurs élémentaires. A la base de notre solution 
est un théorème di à E. Wevyr, relatif a la nullité des 
puissances d’une matrice, théorème que l’on peut prouver 
sans faire recours aux formes canoniques’). Ce théorème 


>” 


adapté à nos besoins peut s’énoncer de la manière suivante: 

Soit À une matrice carrée constante quelconque et r 
une de ses racines caractéristiques de multiplicité s. 

J désignant la matrice unité du même ordre que À 
nous poserons M = À —rJ. La nullité’) de la matrice 
M (i=1,2,3,...) croît avec l’exposant i jusqu’ à ce qu’elle 
atteigne pour un i =q (1= q=s), la valeur s. A partir de 
ce moment, elle reste constante pour tous les i non in- 
férieurs à q. Nous écrirons nul M==s (i= q). 

Soit donné un système d’équations différentielles 

dx; l i 

dp T BX + aX +... + ain, (i=1...., n) 
que l’on peut, a l’aide des matrices, mettre sous la forme 
(1) Er = AUX; 


1) E. Weyr, O theorii forem bilinearnich, Praha 1889, pp. 30—34, 
ou bien O. Boruvka. Sur les matrices singulières, Comptes Rendus des 
Séances de l’Académie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600. 

2?) Nul M =s signifie qu'il y a exactement s vecteurs p linéairement 
ndépendants satifaisant à l'équation Mp = 0. 
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où A désigne la matrice carrée des coefficients constants 
a, x le vecteur aux composantes x,,..,. x, écrites dans 
une colonne et f une variable réelle. 


Nous affirmons que pour trouver la solution générale 
du système (1), on peut procéder de la façon suivante: 


a) On fait la décomposition du polynôme caractéristi- 
que de la matrice À en facteurs linéaires 


(2) f(r) =| A — rJ| = (r — r)” (r — r)” ... (t — r)“, 
oW On ANS Peres e L FS n; 


b) on calcule la matrice 


(3) M, = À — rJ 
pour chaque racine caractéristique r, (x—=1,...,k) et on 
construit les polynômes 

Mt (Mt (M #7 


(4) F(M)=J+—*- + 


A ion Genie 
c) on écrit s, vecteurs p liréairement indépendants et 
satisfaisant à l'équation 


(5) MX p = 0 
et l'on obtient ainsi une suite de k matrices P, 
(6) RS Rd tn We EE 2 


la matrice P, étant d'ordre nxXs, . 


Théorème 1. La solution générale du système (1) est 
donnée par la formule 
(7) x—=(F(M t)P,e"',..., F (M,t) P,ekt)-c 
où c==0 est un vecteur constant arbitraire. 

Corollaire. Dans le cas spécial où toutes les racines 
caractéristiques r, sont simples, on aura F (M_ t)=J et, au 
lieu de (5), on aura tout simplement M p =Q pour x= 1,..., n. 


Remarque 1. Comme nous allons le prouver, au lieu 
du polynôme (2) il suffit de prendre le polynôme minimal 
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de A, y(r)=(r—r,)"... (r—r,)*, si on le connaît, mais 
alors dans (4) et (5) il faudra remplacer respectivement les 
s, par les q, (x—1,...,k), tandis que la formule (6) reste 
la même car le nombre de vecteurs p est encore égal à s.. 


Démonstration. Rappelons, pour commencer, que 
a solution du système (1), acquise par exemple à l’aide du 
développement en série de Taylor et admettant pour t = 0 
la valeur initiale x (0) = x, #0, est donnée par la formule’) 


(8) x(t) =e“ x, 


où x(t) désigne le vecteur aux composantes x, (t),..., x, (#), 
if : 2 pias ‘ 

et e la matrice donnée par la série exponentielle conver- 

gente 


(9) e” =j ~- GE i) inoint 


(4117 2224+ t+ apn 


dont le déterminant?) est égal à e , et qui est 


régulière pour toute valeur finie de la variable t. 


Pour passer maintenant de la formule (8) à une autre 
qui ne comprend qu un nombre fini de termes, nous 
aurons besoin de la décomposition 


(10) A=M+4+rJ GT, aa k) 


(qui n’est d’ailleurs que l'équation (3) transcrite) et d’une 
substitution 


(11) x,—Pc 


dans laquelle la matrice réguliere P sera choisie convena- 
blement. Dans la premiere étape de la démonstration, en 
admettant la régularité de la matrice P, nous établirons une 
formule provisoire (14). Nous en déduirons ensuite la for- 


1) Peano, Intégration par séries des équations différentielles. lineé- 
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (l'auteur n’emploie pas la série 
de Taylor). 

?) Schlesinger. Neue Grundlagen für einen Infinitesimalkalkül der 
Matrizen, Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44. 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 193 


mule (7) du Théoréme 1, et enfin nous établirons la régula- 
rité de la matrice P, ce qui terminera la démonstration, du 
théorème. 


a) Il résulte du théorème de Weyr que l’on peut tou- 
jours trouver s, vecteurs p satisfaisant à l'équation 


(5) M*p=0 ie Gon 
avec lesquels on peut construire une matrice 
(6) P,= (pT, p9,.., pe) («= 1,..., k) 


d'ordre nX s, et du rang s.. 


Si p (M) est un polynôme scalaire d’une matrice M (sup- 
posée carrée) du plus petit degré d tel que l’on ait (M) p=0 
pour un vecteur p, on dira que le vecteur p est du degré d 


par rapport à la matrice M. Spécialement, pour les vec- 
(x) 


o 


teurs p`, contenus dans la matrice P, il est clair qu'au 


moins un parmi ces vecteurs est du degré q, avec 
p(M = M > 


.*, et qu'aucun n'est du degré supérieur à q. On 
a donc M°*P —0) 


Cela posé, on a 


ME (M, 1)" 
M, = J x ~- = CR 2" 
(12) e fo I + 1! [ees (q,— 1) le = 
Tx | 
+| 4+... in inf Ms P,—=F(M,® P,, 


si conformément à (4), on désigne par F (M. ©) l'expression 
contenue dans les premiers crochets du second membre. En 
utilisant la relation (10) et la commutativité des matrices 
M. et de J on a encore 


At M J)t M, t Jt 
(13) e™ P =e atta!) Pre e* _ P. 


=e" P e” =F(M à P, e”. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 13 
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Construisons avec les matrices P (x= 1,..., k) une ma- 
trice P qui contient s, + s, +... + s, =n vecteurs dont nous 
admettons — pour l'instant — la régularité. Posons donc 


P=(P,, P,...,P;) 


et écrivons la solution (8) du systéme (1) en y remplacant 
x, par le produit Pc. On aura 


n— 4 (PigP >. PD E T 82m e“ P )c 
ce qui donne, d'apres l'équation (13), la formule provisoire 
(14) x=(F (M, t)P e™,..., F(M, OP,e*)c 


où les polynomes F(M,f?),..., F(M,t) sont de degré respec- 
tivement q,,..., qg- 


b) La formule (14) n’est pas très commode puisqu’il y 
figurent les q, c'est-à-dire les exposants minima pour 


lesquels on a nul M’*=s.. Nous allons prouver qu’on peut 
les remplacer par les nombres s,. 


Lemme 1. Dans la formule (14) on peut remplacer les 


matrices P,,..., P, calculées des équations (5’) par les ma- 
trices Q,,..., Q, calculées des équations 
(15) M: *p=0 CRN 


dans lesquelles lexposant i, peut être choisi arbitrairement 
pourvu qu'il ne soit pas inférieur à q.. 

Soit, en effet, q le plus petit exposant tel que |’ on ait 
nul M” =s (nous omettons dans la démonstration l'indice 
x des lettres M, P, Q, q, r, s). Soit j = q. D'après le théorème 
de Weyr on a donc nul M*™ = s pour k—0,1,2,.... Sup- 
posons que P soit du rang s. De la relation M'P—0 il 
suit que 


(16) M" p=M* Mİ p—=M*. 0=0. 


D'autre part, soit Q une solution fondamentale de l'équation 


MY p=0Q0. Puisque P est une autre solution fondamentale, 
il existe une matrice régulière C d’ordre s, telle qu’on ait 
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P=QC. Il en résulte que 0— M P=M’ QC et, en multi- 
pliant de droite par C™', on voit que M} Q=0. De cette 
dernière équation, à laquelle on peut associer une équation 
(16) en Q, nous voyons que la matrice Q, servant de facteur, 
annule dans le développement de e% (l'équation (12)) les 
mêmes puissances de la matrice M que la matrice P. Le pro- 
duit F(Mt).Q ne contient donc que les termes en Mt de 
degré inférieur à q, ce qui termine la démonstration de notre 
lemme. 

De la démonstration précédente on déduit immédiate- 
ment le: 


Lemme 2. Les polynômes F(M ft) intervenant dans (14), 
quant à leurs degrés, ne sont astreints qu'à une seule con- 
dition, à savoir, que leurs degrés respectifs ne soient pas 
inférieurs à q.. 


Nous en concluons qu'il est permis de prendre au lieu 
de la formule (14) la formule (7) avec les F(M t) donnés 
par (4) et P, donnés par (6). 


c) Il ne nous reste maintenant que de prouver que les 
k k i | 
n vecteurs fire DE ps res Ps de la matrice P in- 


troduite après l’équation (13) sont linéairemnet indépendants. 


Lemme 3. Soient P=(P,, P,,..., P,)et Q—(Q,,0,,...Q,) 
deux matrices construites avec des solutions fondamentales 
arbitraires de (15) pour x=—1,..., k. On peut trouver une 
matrice régulière C d’ordre n telle qu'on ait 


(17) P = QC 


De P,=Q_C,, |C,| 40, (x—1,...,k) il suit, en effet, 
que 


LOE ee MOEN 
P= (QC... QC) = (Qi Qu. QI 9 SY loc 
CPD Me. 


E A OANE #0. 


13" 


196 MICHAL KUMOROVITZ 


Corollaire. Si une seule des matrices P, construites 
de la manière prescrite, est régulière, il le sont toutes. 


Choisissons donc la matrice P, dont nous établirons la 
régularité, de la maniére suivante. Pour une valeur fixe de 
l'indice x soit 1=i=q, (la signification de q reste toujours 
la même). Si q, = 1, on a par définition de q, que 
nul M,=s_, et alors tous les vecteurs de P, sont du premier 
degré par rapport à M,. Si l’on a q > 1, il existe un ex- 
posant i tel que 1=<i< a, et que nul M’ < nul MY. Con- 
sidérons tous les vecteurs AOT indépendants 
et satisfaisant à l'équation M. p=0O. Il sont en nombre 
égal a nul M! et ils satistont aussi à l'équation M p = 0, 


car M'*'p = M, M: p=M,:0=0. Or, le nombre total de 
solutions de Mt, — = 0 est égal a nul Mi Il y a donc 
d’autres vecteurs en nombre de (nul M” — nul M. ) > 0 


satisfaisant à l'équation M. oi p = 0 qui ne se laissent pas re- 
présenter par une combinaison linéaire de vecteurs consi- 
dérés et qui sont évidemment de degré i+1. Ajoutons ces 
vecteurs aux vecteurs premiers. Mettons successivement 


i=1,2,...,q,—1. Nous aurons ainsi construit une 
matrice P, qui jouira des propriétés suivantes: 
1) Elle contient les vecteurs p” (o = 1,..., s.) depuis le 


premier jusqu’ au q,-ième degré par rapport à M. 

2)' Aucun de ces vecteurs ne se laisse représenter par une 
combinaison linéaire d’autres vecteurs du même degré, s’il y 
en a, et de vecteurs éventuels des degrés inférieurs. 


3) Supposons encore, pour plus de commodité, que les vec- 
teurs p, dans P, sont rangés suivant leur degré décrois- 
sant. 


Admettons maintenant, pour faire la démonstration in- 
directe, que P ne soit pas régulière, c'est-à-dire qu'il existe 
un vecteur constant c 0 tel que l'on ait 


(18) PCA" 
ou bien plus explicitement, 
(18a) PAC, bse, rar re, CoO 
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Ici c, est le vecteur partiel composé de s, premières, c, le 
vecteur partiel de s, suivantes, etc., et c, le vecteur partiel 
de s, dernières composantes du vecteur c. 


Soit maintenant y, la première parmi les composantes 
Yie Y2...., Yn du vecteur c qui soit différente de zéro. Par 
un changement éventuel des indices on peut toujours ob- 
tenir que ¥, appartienne ac,, ce que nous supposerons 
dans la suite. 

Dans le produit P,c, groupons les termes contenant les 

vecteurs du degré le plus élevé i (1 5i q,) et séparons- 

les par une parenthese de ceux qui sont du degré inférieur 

a i, c est-a-dire 

AMP Opt eee ey) ch vg pe Fe pe) = 
UD tal Lay 


où les vecteurs u, et u;_, représentent les groupements res- 
pectifs. 


Multiplions de gauche l'équation (18a) par le produit 
M`. MM"... M et rappelons que les matrices M, sont 


permutables entre elles. Comme on a MP —0 (x=2,...,k) 
et M; u,_,=0, l'équation (18a) devient 


(20) ME Ms ME ae 0. 


P 


Posons maintenant dans l’équation précédente 
(21) M =A nrd t ea Er SM + 4J la l) 
ou 4,0, car les racines r, (x=1,..., k) sont différentes, 
et nous aurons 


(a M- Mi + 47... JD M u,=0, 
g (M,) étant un polynôme en M, de degré q, +... + q,—1. 
Et finalement, à cause de la relation M, u,—(, on a 
(22) M u, = 0. 


Cela veut dire que le vecteur u; est au plus de degré i— 1. En 
se rappelant la signification de u, introduite par l'équation 
(19), on peut écrire 
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if 2) 
ja ee K ; 


g. 


l 
(1) = — y, — = (1) 


On a donc exprimé le vecteur pai comme une combinaison 
linéaire de vecteurs DIS PU AR p qui sont de degré i et du 
vecteur u; de degré inférieur à i. Or, cela est contraire à la 
propriété 2) de la matrice P, signalée plus haut. Nous con- 
cluons qu'il est impossible de trouver un vecteur c ~ 0 tel 
que l'équation (18) soit satisfaite. Les vecteurs de la ma- 
trice P sont linéairement indépendants et le Théorème 1 est 
complètement prouvé. 


Remarque 2. Pour justifier encore la Remarque 1 il 
suffit de démontrer le 


Lemme 4 Le polynôme w (r) = (r—r)"... (r — r) * 
avec les nombres q,,..., q, figurant dans la solution (14) 
est le polynôme minimal de la matrice A. 


Soit, en effet, v— (P,,..., P,) ° V un vecteur arbitraire 
et la matrice (P,, ..., P,) régulière avec P, satisfaisant aux 


équations M°* = 0 respectivement. On a 
y(Av)= (y(4)P,,.., w(A) P,) V 


avec y(A) P, = M}... M”... MFP, —0, car les M, sont 
permutables. On a donc y (4) v = 0, d'où, v étant arbi- 
traire, on tire que y (À) = 0. 


# 


Supposons d'autre part que u soit un vecteur, tel que 
M u=0, mais Mt u0. En multipliant u de gauche par 
une matrice y, (A) = M3... MEF : MY, où 1 Si, = a, 
(x = 2, ..., k), on arrive à une expression analogue à celle 
du premier membre de (22), à savoir, 


y, (À) u= es PRE ME u 
qui est différente de zéro, les 4, ayant la même significa- 
tion que dans l'équation (21). 
Cela prouve que y,(A), pour annuler le vecteur u, doit être 


en M, de degré q, au moins et, par consequent, le polynôme 
y, (r) doit posséder le facteur linéaire (r—r,) du degré q, au 
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moins. Pareil raisonnement pour les autres facteurs montre 
qu ils doivent être au moins de degrés respectifs q,. Le po- 
lynôme y (r) est donc bien minimal. 


Théorème 2. Si la matrice A est symétrique et réelle 
l'équation (4) devient F (M t)=J et au lieu de (5) il suffira 
de prendre M p—0 (x= 1,..., k). 


On sait, en effet, que dans ce cas les matrices M, sont 


symétriques et réelles elles aussi et que, par conséquent, 
nul M =s, déjà pour i=q,=1 («=—1,..., k). 


Théorème 3. Si l’on a un vecteur v satisfaisant à deux 
conditions suivantes: 1) M v—0, 2) M VD en Ale 
pour un xı fixe, et que l’on construit le polynôme vecteur 
p (t) = F(M, t) v de sorte que l’ on ait une solution particu- 
lière 
(p) x = p(t) e™' 


du systéme (1), nous disons que!’ on obtient (i — 1) autres so- 
lutions particulières linéairement indépendantes en remplaçant 
p(t) dans cette solution particulière (p) par les i-—1 déri- 
vées successives par rapport à ¢ du même vecteur p (£). 


Démonstration. Supposons que le vecteur v satis- 
fasse pour un x fixe à deux conditions indiquées dans le 
théorème. Notons en passant que ces deux conditions avec 
le théorème de Weyr entraînent que i Ss „ De la formule 
(7), le vecteur c étant arbitraire, il suit que 


x” = F(M,t) p” et 
représente une solution particulière du système (1). Nous 
prouvons d’abord le: 


i-1 
Lemme 5. Avec les vecteurs non nuls v, M,v,..., M, v 


X 9 


si v remplit les deux conditions du théorème 3, on peut 


construire une matrice P, du rang i qui donne i solutions 
linéairement indépendantes du systéme (1), soit 


A= FMI) Poe, 
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Pour établir ce lemme il suffit de montrer que ces vec- 
teurs satisfont à l’équation (5) et qu'ils sont linéairement 
indépendants. Mais ils satisfont à l'équation (5), car 
MMv= MT. M y = MT. 0= 0 pour k=0,l,..., i—l 
(nous omettons l’indice x dans la démonstration du 
Théorème 3 qui suit; M =J par définition). Ces vecteurs 
sont linéairement indépendants. En supposant vrai le cont- 
raire on a 


(23) pv + Mv+...t7M v=0, 


où les constantes Y, 7,...,7; ne sont pas toutes nulles. 
Supposons que y, en soit la première qui est différente de 
zéro, cest-a-dire y = 0,7; = 0,..., Yy = 0, 7, F0 De 
l'équation (23), qui commence cette fois par y, M v+, ri 
M vty M" v+..., si nous la multiplions de gauche par 


M“, il ne reste dans le premier membre qu'un seul terme 
M v qui, par hypothèse faite au sujet de v et de y,, est 


différent de zéro. Ainsi est-on parvenu à une contradiction. 
Le lemme est donc démontré. 


Parmi les vecteurs v, Mv,..., M 'v choisissons un, soit 
Mv (0<kSi—1). La solution particulière du système 
(1) relative à ce vecteur est xt”? = F(Md)- M‘v-e" - 
Comme M'“M“v— 0, le dernier terme de F(Mf) qui ne 
s annule pas dans cette solution est de degré i—k—1 en Mt. 
D'autre part, si nous calculons la k-ième dérivée par rap- 
port à £ du vecteur p(t)—F (Mb) v, nous aurons 


k t T i—k—1 
TP (mym + UN ris En - v= F (M6) - Mv, 
dt ] ! (i—k— 1)! 
où F(Mt) est également de degré i—k—1 en Mt. On voit 
donc que pour k =1, 2,.... i—1 ona 
k 
porn — 9 PQ), ri 
dt 


c:q:f-d. 


SOLUTION OF A PROBLEM OF M. F. LEJA 


By 
HIDETAKA TERASAKA (Osaka, Japan) 


M. F. Leja has proposed the following problem (Ann. 
Soc. Pol. de Math. t. XLX (1946), p. 252.): 


„oit E un ensemble fermé et borné des points de l'es- 
pace à 3 dimensions, | p, p,| la distance cartésienne des points 


pi et Pa n un nombre naturel fixe et 
Die Dae pa? 


un systeme de n points de E tel que la somme 


oe un) 
I<icken|P Pk | 
soit la plus petite. 


Prouver que la suite des fonctions du point variable u 


1 + 1 
CE) DE D nl? 
1 À un 


converge partout en dehors de E (ou montrer que cette 
proposition est fausse)." 
In the following we shall show by constructing a simple 
counterexample that the proposition is false. 
We are going to define step by step two sequences of 
natural numbers n; and m, (i= 1, 2,...) such that 
RES FRS SEE wert 


(1) 


TO Ma S a aN 


and two sequences of real numbers a, and b,, (n, m= 1, 2,...) 
such that 
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(2) Oi A eb CNT el, 2 M 


For the sake of simplicity we write 


W ] Ai 
(3) 2 Mrs TT lane. me aa 
lc i< k Qn : k | 
for n real numbers a,, a, ..., a, Which are different from 


one another. 


Now let n, be an arbitrary integer > 1 and let a,, a,... 
a, be n, real numbers satisfying (2), otherwise arbitrary. 
Suppose a, and b, with 1 = n = n, and 1 = m = mi 
(m,— 0) respectively have beem already defined for an i =1 


and let b,, form = m; + 1 bea positive number < 1 
such that 


I 
(4) [ 0, An,» Aan.—} > +++» dd, a), b,, b,, Toe me STE. 


Let c be a arbitrary but fixed real number different from 


l ane ! 
> and satisfying a, <c <a. We choose then an integer m, 


_— 


sufficiently large and correspondingly positive numbers b,, 
(m,_, + 1 << m = m,) satisfying (2) and sufficiently near to 1, 


such that 
1 PE 
n +m, +2 > a pers as 
n=] 
(5) x 
MR eee PE COR EN TE AY 
: ath We aD 1—c] Lowe 2 
m — | 


Similarly suppose a, and b,, with1l=n=n;andl=m=m, 
have been already defined for an i= 1, and let a, for 
n —=n,+1 be a positive number < 1 such that 


1 
(6 [0, ân; an —} 20. a), a1 D, DIETS Dm» 1| < — ° 


a, 
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We choose then an integer n,,, sufficiently large and 
correspondingly positive numbers a, (n;+1<n=n,,,) satis- 
fying (2) and sufficiently near to 0, auch that 


niL1 


l l l 
EE A E i Sree pes 


(7) f 
l l ] 
Aes Sa maar at ae” oor ae 

m=) 


We have thus defined two sequences of real numbers 
a, and b, in the interval 0 = x = 1 converging monotonously 


to 0 and 1 respectively. 


lf we consider a, and b, as the points on the segment 
[0, 1], then the point-set E = { 0, a„ bm 1}, where n and m 
range over all natural numbers, is the required one, that is 
a set, for which the proposition does not hold. 
As a matter of fact we can prove that 
| 
i= 


n 
g (c) laine 


on 


does not converge for nc, 


To show this, let n>1 and let 
P, — | (n) (n) (n)} 


Pı ? Po sin FSF Die 
be a system of points C E such that 
l 
= (n) (n) (n) = Y : > 
[P.j= ip; PDP pe. DP, Perd ee Ape pe 


assumes the smallest value. We remark first that P, must 
contain both 0 and 1, since otherwise we would get a smal- 
ler value than [P,] if we substitute the smallest or the grea- 
test point of P, by 0 or 1 respectively. 


In case 
n=2+(n+n+...+n) +(m+m +... +m) 
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P, consits exactly of 0, An» Anh. 82, a, 5), by,..., Do 
and 1, because if P, should contain a point a,<4,, OF a 
point 6,,>6,,_,, then, since P, contains both 0 and 1, we 
would have either by virtue od (4) 


[ O, PR CE Mah erp enh oe big eel Vie g 


or by virtue of (6) 


[0, ae ee Oe One. a pie 1|< 
CURE PR RME EN CEE 1 OUI 
= <P) 
Ame 


n n 


which is absurd. We have thus by virtue of (7) 


1 1 
g (c) == Fe S zi : 
Similarly we nave in case 


n=2+(n, +n, +... +n) +(m,+m,+...+m,) 
the relation 


Ea ae. 
BoT ral Di ° 


Thus g,(c) does not converge for n>‘, q. e. d. 


REMARQUE SUR LA NOTE PRECEDENTE 


Par 
F. LEJA (Kraków) 


Observons que l’ensemble {0, a,, b,, 1} construit par 
M. H. Terasaka, pour lequel la suite {g (u)} admet des 
points de divergence en dehors de cet ensemble, ne possède 
que deux points d’accumulation') et que, par suite, son 


1) Cf. la Note de M. R. Leitner insérée dans ce volume, p. .... 
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diamètre transfini au sens de MM. G. Polya et G.Szego?) 
est égal à zéro. Plus généralement, si le diamètre transfini 
d'un ensemble E est nul, la suite correspondante {g_(u)} 
peut parfois admettre des points de divergence n'appartenant 
pas à E. Par exemple, si E est un ensemble fini ne se 
réduisant pas à un seul point, les points extrémaux de E 
peuvent étre choisis de maniére que la suite {g,(u)} admette 
des points de divergence, tandis que, si E est infini et n’a 
qu'un seul point d'accumulation, la suite correspondante 
{g (u)} est toujours convergente. 


Le cas général, où le diamètre transfini de E est positif, 
exige une étude speciale et dans ce cas le problème de con- 
vergence de la suite (8, (u)} en dehors de E reste ouvert. 


*) Cf. Journal fur Matn. t. 165(1931), p. 4—49. 


SUR LES SYSTEMES MAJORANTS D’EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par 
J. SZARSKI (Nraków) 


Introduction 


Considérons un systeme d’équations différentielles ordi- 
naires 
(1) Va ae T y,) ’ CON PAR) 


où les fonctions f; sont supposées d’être continues dans un 
ensemble ouvert 2 de l’espace de points (t, y,,...,y,). 
Nous allons adopter les définitions suivantes. 


Majoration universelle au sens S,. Nous dirons que le 
système (1) se prête à la majoration universelle au sens 
Si dans 2, lorsqu’ à tout point P,(¢,, y,,..., ÿ.) apparte- 
nant a Q il correspond une intégrale 


(2) y= , (Gi —1,2,...,n) 


du système (1) issue du point P, et remplissant la condition 
suivante: 


Condition M7: pour chaque courbe 
(3) ty n a s L n) 


passant par le point P,, continue et satisfaisant aux inéga- 
lités différentielles 


(4) wit) < fit, v,@),.... PaE) , (S= 1,2,..., n) 
dans un voisinage unilatéral a droite de #,, les inégalités 


(5) HE) = E si L, 2an) 


sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a droite de f, , 
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Nous dirons que le système (1) se prête à la majoration 
universelle au sens S| dans 82, lorsqu’ à tout point P(t. 
Ÿ1,..., ¥,) appartenant à 2 il correspond une intégrale (2) 
du système (1) issue du point P, et remplissant la condition 
suivante : 


Condition M, : pour chaque courbe (3) passant par P,, et 
satisfaisant aux inégalités différentielles 


OUEST CR RE D OR a A a) 


dans un voisinage unilatéral à gauche de f,, les inégalités (5) 
sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a gauche de t, . 

Nous dirons enfin que le système (1) se prête à la majo- 
ration universelle au sens S, dans 82, lorsqu’ il se prête 
à la majoration au sens Si et au sens $, simultanément. 


Majoration universelle au sens S,. Nous dirons que le 
Système (1) se prête à la majoration universelle au sens 
sa dans {2, lorsqu? a tout point Pif, ÿ,,..., Ya) apparte- 
nant à 2 il correspond une intégrale (2) du système (1) 
issue du point P, et remplissant la condition suivante: 


Condition M;: pour chaque système d'équations différen- 
tielles 


(7) Ve OUR UN RULES PE) 


dont les seconds membres sont continus dans £ et y satis- 
font aux inégalités 


(8) ge Sy NA) 9 REA) 


et pour chaque intégrale (3) du système (7) issue du point 
P,, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni- 
latéral à droite de f,. 


Nous dirons que le système (1) se prête à la majoration 
universelle au sens & dans Q, lorsqu’a tout point P, (tb. 
Yu. n) appartenant a { il correspond une intégrale (2) 
du système (1) issue du point P, et remplissant la condition 
suivante: 


Condition M,: pour chaque systéme (7) dont les seconds 
membres sont continus dans £2 et y satisfont aux inégalités 
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(Wass Cry. ey) Shey ee) oe es (Pe T 

et pour chaque intégrale (3) du systéme (7) issue du point 
P,, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni- 
latéral à gauche de t. 


Nous dirons enfin que le svstéme (1) se prête à la majo- 
ration universelle au sens S, dans Q, lorsqu’ il se prête 


e ° e + Fu. ° 2 
à la majoration au sens $, et au sens S, simultanément. 


Remarque 1. Il est immédiat qu'un système qui se prête 
à une des majorations au sens SF OS 6, OUL OS se prête à for- 
tiori à la majoration correspondante au sens Ss | SOUS 54 
mais le réciproque n'est pas évident, 


Majoration universelle au, sens T,. En remplaçant dans 
les énoncés des conditions M; et M, ia phrase” pour chaque 
courbe (3) passant par le point P,(t,,¥,,...,¥,) ” par la 
phrase suivante: ” pour chaque POLE (3) issue d’un point 


Q (fY. Yn) quelconque appartenant à 2 et tel que 
(10) VA Vel ert), 


continue etc.” , on obtient les définitions des majorations 
au sens T;, 7, et Sse: 


Majoration universelle au sens T,. En remplaçant dans les 


énoncés des conditions M} et M, la phrase pour chaque 
intégrale (3) du système (7) issue du point P,” par la 
phrase suivante: ” pour chaque intégrale (3) du système (7) 
issue d’un point Q (fp y,,...,¥,) quelconque appartenant à 2 


07 


et remplissant les inégalités (10) etc.” , on obtient les dé- 
finitions des majorations au sens T,, T, et T,. 

Propriété P de l’ensemble 2. Nous dirons qu un ensemble 
ouvert { jouit de la propriété P, lorsque toute section 
non-vide de l’ensemble { par un plan t= const. constitue 
un ensemble convexe. 


Condition C. On dira que le système de fonctions 
fi (t, Yp... Yn), (i= 1, 2,...,n), remplit la conoition C, lorsque 
la fonction f; (t, y,,...,y,) est croissante (au sens large) par 
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rapport à chacune des variables y,,..., Yip Vijp-..r Vn Sépa- 
rément.!) 

Condition D. On dira que le système de fonctions 
f; (t, y,,.-.¥,), remplit la condition D, lorsque la fonction 
fi (t, y,,...,y,) est décroissante (au sens large) par rapport 
a chacune des variables y,,...,y; ,,y;:,,...,y, séparément. 

Remarque 2. II! est facile de montrer que si l’ensemble £2 
jouit de la propriété P, alors les fonctions d'un système 
fit, Yp.. Ya), G=1,2,...,n), remplissant les conditions C 
et D à la fois ont forcément la forme _ 

(11) fi (É, Yie- Yn) = hi (t, yi), @=1,2,...,n). 
ou la fonction h; ne dépend que des variables t et y,. 

M. T. Wazewski a démontré?) que la condition C est suffi- 
sante et nécessaire pour que le système (1) se prête à la 
majoration universelle au sens 1, . Une proposition ana- 
logue subsiste pour la majoration universelle au sens Te 
La condition D est pareillement suffisante et nécessaire’) 
pour que le système (1) se prête à la majoration universelle 
au sens 7,. Une proposition analogue subsiste pour la 


majoration universelle au sens T, . Il en résulte, en vertu 
de la Remarque 2, que les seuls systèmes qui se prêtent à 
la majoration au sens J, ou bien au sens T, dans un en- 
semble {2 jouissant de la propriété P sont ceux dont les 
seconds membres ont la forme (11). 

Or le but de la note présente est d’établir des propo- 
sitions analogues pour les notions de majoration au sens S. 


§ 1. 
Avant d’énoncer les théorèmes en question nous allons 
démontrer quelques lemmes qui nous faciliteront les dé- 
monstrations dans la suite. 


1) Ceci veut dire que 

CS EST tgs ES AR eV nical) (EV dee ROUTES O Y pa Yin) 
lorsque i= j et ky < lj. 

2) cf. T. Wazewski: Systemes d'équations et d'inégalités différen- 
tielles aux deuxièmes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII. 


Théorème 2a et Théorème 3. 
3) cf. Wazewski: loc. cit. Théorème 2a bis et Theoreme 3 bis. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 14 
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Lemme 1: Supposons que la fonction f(t, y) soit continue 
au voisinage du point (0, 0) et qu’elle y remplisse les rela- 
tions 
(12) f (0,0) =0 
(13) f (4,0) >0 pour ft > 0. 
Dans ces hypothèses il existe une courbe y = y(t) définie 
et dérivable au voisinage de { —0 et telle que 


(14) yw (t)< F(t, y(t) pourt>0. 
(15) y(t)>0 pour { >0. 
(16) w (0) — 0. 

Démonstration. Considérons l’équation différentielle 
(17) y'=f(t,y)— f(#,0) : 
ainsi que l’équation 
(18) y =f(t,y)—f, 0). 


et désignons par y —# (t) l'intégrale supérieure de l’équation 
(17) issue du point (0,0). On aura alors (16) ainsi que (14) 
puisque, d’après (12) et (13) 


(19) w (t) =f (t, y (t))— y f, 0) < F(t, y(t) pourt>0. 


D'autre part le second membre de l'équation (17) étant, en 
vertu de (13), plus grand que celui de l'équation (18) et la 
courbe y =Q étant évidemment une intégrale de l'équation 
(18) issue du point (0,0) on a l'inégalité (15) *). 


Lemme 2. Supposons que la fonction f(y) soit continue 
dans un intervalle A et que pour deux valeurs y > y appar- 
tenant à Aon ait l'inégalité 


(20) FO <f (y). 


Dans ces hypothèses il existe un ÿ appartenant à A et un 
ô >Q tels que 


(21) (y) >fY) POURVU 
1) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Chelsea Pu- 


blishing Company, 1947, p. 91,-Satz 5. L’inégalite (15) résulte de ce théo- 
rème en vertu de l'inégalité (13). 
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Démonstration. Désignons par y la borne inférieure de 
y tels que 
(22) fiy)y=fy) et y<y<y. 
D’après (20) on a ÿ > y et en posant ô= ŷ — y on aura, en 
vertu de la continuité de f(y), l'inégalité (21). 

Lemme 3. Soit donné dans le plan des variables (£, y) un 


ensemble ouvert G contenant a son intérieur le segment 
ouvert (— ô, 0) sur laxe y, où 6>0. 


Nous affirmons qu'il existe une courbe y = y (t) continue 
et continument dérivable dans un voisinage unilatéral à 
droite de £= 0, située à l’intérieur de G pourt > 0 et telle que 
(23) f y (0) =0 
(24) lim y (t)=— œ. 


t—>0+0 
Démonstration. Soit y,, (v=—1,2,...) une suite de points 
sur le segment (— ô, 0) de l’axe y telle que 


(25) Yy S Ypap lim y, =0. 
v> 00 


Pour tout indice » il existe un h, >0 tel que le rectangle 
R, défini par les inégalités 
(R) USES 3 Vany Yy 


est contenu à l’intérieur de G. On aura alors 


2) ` SIREC 


y= l 


Soit h, une autre suite telle que 


(27) MEN DRAM TRE mr a. = 0: 
V—>+00 
Joignons les points (ee y.) et Gii Yy41) par un segment 


rectiligne S,. D’après (27) nous aurons alors 


(28) Se) R 
Ces segments réunis forment une ligne continue 
(29) i —.c ey) pour — Ü< y <0 


telle que, d’après (27), 


14* 
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(30) lim o (y) = 0. 
y>0—0 
En vertu de (28), la ligne (29) est contenue à l’intérieur de 
7 

ÈR, 

y 
Dans chaque intervalle (y,, y,,,) on a 
(31) o(y)=d, 
ou d, est une constante satisfaisant a l’inégalité 
(32) d, <0. 


On veritie en outre que 
y 


(33) o(y) = ji o (y)dy pour ngoa yO 


0 

Conidérons maintenant les rectangles R, définis par les iné- 
galités 

Ce) do <= SUR AE PR AE 


et construisons, comme tout à l'heure, une fonction o(y) 
‘pour — ô<y <0 de façon que la courbe | 


(34) meta vg) pour —éd<y<0 
= à 
soit. continue, située à l'intérieur de DS R, et qu on ait 
y=1 
(35) lim o(y) = 
y—0—0 


On aura donc, d’aprés (31) et (R,,), dans chaque intervalle 
(yer yore) 

(36) o(y)<ol(y) <0. 

Il en résulte qu’en posant 


X 


(37) r y) = | o (y)dy 


6 

on a 

(38) t(y) > 0 pour —ô <y <0; 1(0)=0. 
(39) t (y) = 0(y) < 0 pour —ô < y <Q. 
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y 

(40) t(y)< J o’(y) dy =0 (y). 
D’après (35) et (39) on a 

(41) t (0)=0. 

Il sensuit de (38) et (40) que la courbe 
(42) t—1(y). 


O0 
est contenue à l’intérieur de E> R, pour — ô< y <0, puis- 
v=1 


que la courbe (29) l'était. Par conséquent, d'après (26), la 
courbe (42) est située à l’intérieur de G pour — ô< y < 0. 
La fonction z(y) est en outre continument dérivable et dé- 
croissante au sens stricte, d’après (39). 

En désignant donc par w(t) la fonction inverse à z(y) 
on vérifie, d'après les propriétés de la fonction z(y) et en 
particulier en vertu de (38) et (41), que la courbe y = y (f) 
qui est identique à la ‘courbe (42) remplit toutes les condi- 
tions du lemme présent. 

Les lemmes qui suivent joueront le rôle principal dans 
les démonstrations des théorèmes du $ 2. 

Lemme 4. Supposons que l'ensemble 2 jouisse de la 
propriété P. 

Supposons en plus que les seconds membres du système 
(1) soient continus et que la fonction f, (t,y,,..., y.) ne soit 
pas croissante par rapport à y, dans 2 

Dans ces hypothèses il existe un point P, (t,,¥,,..., ,) appar- 
tenant a $2 tel qu ‘a toute intégrale (2) du système (1) issue 
du point P, il correspond une courbe (3) passant par 
Pi, satisfaisant aux inégalités différentielles (4) dans un voi- 
sinage unilatéral à droite de f, et y remplissant l'inégalité 


(43) y, (£) > p, (t) pour ¢>f,. 


Démonstration. Il existent, par hypothèse, deux points 


R (to Ÿ 1 Yo Ýa- Ÿn) et R (t,, A ye) appartenant à 92 
tels que y, > y, et 


(44) fi CR Vik, yj (to Ý y Dar 
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L'ensemble 2 jouissant de la propriété P le segment [R, R] 
est contenu dans 2. En vertu de (44) il existe, d’aprés le 
Lemme 2 (en posant f (y)=f, (to ÿ1,y,ÿ3...,ÿ.)), un ÿ, et un 
ô >0 tels que 
(45) F 1 (to, Yys Vas Var + Vn) > Ay (by Vis Van Vane Vd 
pour ý, — ô< Yy, < yp. 

Soit (2) une intégrale du systeme (1) issue du point P,. 
Introduisons maintenant la transformation, définie dans un 
voisinage V de P, 

| os Ae. 
(46) Y,=y,:—% (t). 

| Y¥,=y,—3,+M(t—t,) Op — oe te AT 
où M>O est une constante fixe, choisie de façon qu’on ait 
(47) PACES. Bee PNEU DU 20 Foe ne 
Le point P, (¢,, ¥,,--., ¥,) se transforme en point Q, = (0. 0,...,0) 
et le systeme (1) prend la forme 


(48) VA. ye le) MG les are 
ou | 
(49) FT, Y,,-.., Y,) = 


(TEL, Vito (Prt eth 
MTS XP ME eee Et) 


(50) F (T, Yp- Yn) = 

=f IT + Y, +p (T+). Y, +9, — MT,- Y +9, — 

MTM GER 2 3n) 

Il est immédiat que la transformation (46) ainsi que la 
transformation inverse conservent les inégalités différen- 
tielles de la forme (4) et les inégalités ordinaires de la 
forme (5). 
Désignons par Y,= (T) celle des intégrales du système 
(48) issue du point Q, qui est : image de l'intégrale (2) par 
l'intermédiaire de la transformation (45). On aura alors au 
voisinage de T =0 
(51) DID 


et par conséquent 
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(52) F (0,0,...,0) =0. 

D’autre part, en vertu de (47) et (50) 

(SY nF 10,0, <. 5 0 FG P9405 BM 050 = 2,5, ph). 
L’inégalité (45) implique, d’après (49) et (52) 

(54) FA(ON0 a4 O08 #902 0, pour ò< YO 

Il en résulte, en vertu de la continuité de la fonction F, qu'il 
existe dans le plan des variables (T, Y,) un ensemble ouvert 
G contenant à son intérieur le segment ouvert (—6,0) sur 
l'axe Y, tel que 

(55) F,(T,0, Y;,0,...,0) > 0 dans G. 

En vertu du Lemme 3 il existe dans G une courbe Y,—W,(T) 
continue et continument dérivable dans un voisinage uni- 
latéral à droite de T —0 telle que 


(56) Py (0) =0. 
(57) M'ONT" 
T—0 +0 
Posons ensuite 
(58) P(T)=0 , (=3,4,..., 0). 


On aura alors, d’après (55) 
(59E Ch. 0, PC UD CD RE (D) poun 0, 
dans un voisinage unilatéral à droite de T —0. 
Il s'ensuit, selon le Lemme 1, en posant 
f (t, y) =F (t, y, P,@)...., Pa), 
qu'il existe une fonction Ÿ,(T) satisfaisant à l'inégalité diffé- 
rentielle 
(60) P (T)<F (T, ¥ D ED); 21220) pour T>0. 
dans un voisinage unilatéral, suffisamment petit, de T = 0 
et telle que 
(61) D (0) = 0. 
(62) # (T) >0= Q(T) pour T >Q. 
D’après (53), (56), (57), (58) et (61) et en vertu de la con- 


tinuité on aura dans un voisinage, unilatéral, suffisamment 
petit, de T =0. 


(63) PT) < FT, Y(T), ET), G= 2,3), n). 
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En désignant par y,—y,(t), (i = 1,2,..., n) l'image de la 
courbe Y,—=¥(T), (i=1,2,..., n), construite tout à l'heure, 
par l'intermédiaire de la transformation inverse à (46), on 
vérifie que la courbe y;,—y.(f) passe par le point P,(t,, 
Ÿ,,..., a) en vertu de (56), (58) et (61), satisfait aux inéga- 
lités différentielles (4) dans un voisinage unilatéral à droite 
de t, (en vertu de (60) et (63)) et y remplit l'inégalité (43) 
(d’après (62)). 

Cette courbe en est donc une dont il fallait démontrer 
l’existence. 


Lemme 5. Conservons les hypothèses duLemme 4 relatives 
à l’ensemble 2 et à la continuité des fonctions f;, et suppo- 
sons que la fonction /f,(t,y,,..., y,) ne soit pas décroissante 
par rapport à y, dans 2. 
Dans ces hypothèses il existe un point Poo ÿ:,..., ÿ,) 
appartenant à 2 tel qu’ à toute intégrale (2) du système (1) 
issue du point P, il correspond une courbe (3) passant par 
P,, satisfaisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisi- 
nage unilatéral à gauche de f, et y remplissant l'inégalité 


(64) y (t) > p(t) pour t< t. 


Démonstration. Nous allons déduire ce lemme du Lemme 
4 en introduisant la transformation 


(65) REA yey ee AS I, ayn). 


qui change le signe des inégalités différentielles de la 
forme (6) et conserve les inégalités ordinaires de la forme (5). 
Par cette transformation le système (1) prend la forme 


(66) MR CRM Y DI at — 2, er) 
ou 
(67). TC RS Re DEL A ER Tey e a ee = CPE) 


La fonction f (t, y,,..., y,) n'étant pas décroissante par 
rapport à y, dans 2 il résulte de (67) que la fonction 
F,(T, Y,,..., Y,) n’est pas croissante par rapport à Y, dans 
(l'ensemble £2* qui est l’image de l'ensemble { par l'inter- 
médiaire de la transformation (65): 
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Il sensuit que le système (66) satisfait aux hypotheses du 
Lemme 4 dans l'ensemble {2* et par cosequent il existe un 
point Q, (T, Y,,..., Y) appartenant à 2* et remplissant les 
conditions du Lemme 4 par rapport au système (66). 


Désignons par P(t» ÿ1,..., ŷn) l’image du point Q, par 
l'intermédiaire de la transformation (65), c. — à. — d. 
(68) = —T PSY) re L eg)... 


Soit (2) une intégrale quelconque du système (1) issue du 
point P,. 

Son image par la transformation (65) sera une intégrale 
(69) Je D'ODN Pl 2 en)? 

du système (66) issue du point Q,. où 

(70) Co le Sr Le SO Qt al Oe eee 

En vertu du Lemme 4 il existe une courbe 

(71) MDN Galt 2 Em 

passant par Q,, satisfaisant aux inégalités différentielles 
(Ge CD RECENSE ee @ — al eee) 

dans un voisinage unilatéral à droite de T =T, et y rem- 
plissant l'inégalité 


(73) PAT) =o T) pour T >T). 
En posant 
(74) y. (t) = (— t), (i=1,2....,n). 


on vérifie, d'après (67) et (72), que la courbe y,—y, (ft) 
satisfait aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage 
unilatéral à gauche de t= f, et y remplit, selon (70) et (73), 
l'inégalité (64). 

Lemme 6. Supposons que les seconds membres du système 
(1) soient continus dans l’ensemble ouvert 2 contenant le 
point P(t» p... Yn) et que la fonction f;, (t, Yis... Yn) soit 
de classe C!. Supposons en plus qu’on ait l'inégalité 


Of, 
(75) ( ae <0 


Dans ces hypothèses, pour toute intégrale (2) du système 
(1) issue du point P, il existe un système d'équations (7) 
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dont les seconds membres sont continus dans & et y satis- 
font aux inégalités (8), et une intégrale (3) du systéme (7) 
passant par P, et satisfaisant à l’inégalité (43) dans un voi- 
sinage unilatéral à droite de £. 


Démonstration. Etant donnée une intégrale (2) dusystéme 
(1) issue du point P, il suffit de construire le systeme (7), 
dont il est question, dans un voisinage fermé du point P,, car 
on pourra ensuite prolonger les seconds membres du systeme 
obtenu sur l’ensemble { tout entier de façon que les fonc- 
tions g, soient continues et satisfassent aux inégalités (8) 
dans £2, 


En effectuant la transformation 
CONRAD) RS (2 ers 


nous pouvons réduire le cas général à celui où P, = (0, 0,..., 0), 
toutes les fonctions y; (f) remplissent les identités 
(77) po (f)=0 , (=—1,2,...,n), 
et par conséquent 
(78) T ACE, 0, OPO AR, ny. 
D'après (75) il exite un A>O tel que 

0 
(79) ue. 

Yo 


dans un voisinage suffisamment petit de P, D'autre part 


la fonction f, étant, par hypothèse, de classe C’, il existe 
unè B > 0 tel que 


(80) y 


au voisinage de P}. 

D'après (78) et (79) on a dans un voisinage V, suffisamment 
petit, de t= 0 

(81) LOL Oy. oO) = A pour ¢>0. 


Posons 


(St, Pye oh (N= At, Qa. 
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On aura alors, d’aprés (80), dans le voisinage V 
ff, Ops ey, OO TAC OF SAONE 


(83) ee D= St pourt>0. 


donc en vertu de (81) 
(84) f (E 0, ya (Dr AO)EET ET DES 0" 


dans le voisinage V. 
Il en résulte, selon le Lemme 1, en posant 


TED = AG v,v()...,w, (E)), 


qu'il existe une fonction y, (¢) satisfaisant dans un voisinage, 
suffisamment petit, de {0 à l'équation différentielle 


(85) 

= À Gp, 5 À), ue, ED > 7,60,» @,.:., y, ) 
et telle que 

(86) y, (0) =0 

(87) y, (f) > 0=¢9, (t) pour {>0 


Il suffit maintenant de poser au voisinage du point P, 


1 
g, (t, Vien Yd = f, (t, Vies Ya) fy (t, 0, y, (É),... pa (t) 
pour f>0. 
(88) } EVER E Vp, Yat pour { < 0. 


DAC eee) mee 


A 
8; (f, Yro Yn) = — 5 p ME HT) 


On vérifie, d’après (78) et (84) et en vertu de la continuité, 
que les fonctions g, ainsi définies satisfont aux inégalités (8) 
dans un voisinage, suffisamment petit, de P, D'autre part, 
d'après (82) et (85), la courbe y,—y,(t) est une intégrale. 
issue du point P,, du système (7) avec les seconds membres 
définis par (88). Cette intégrale remplit, en vertu de (87), 
l'inégalité (43). 
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Lemme 7. Conservons les hypothèses du Lemme 6 en 
remplaçant l'inégalité (75) par inégalité 


(89) SO 
Oy, Po 

Dans ces hypotheses, pour toute intégrale (2) du systeme 
(1) issue du point P,, il existe un systeme d’équations diffé- 
rentielles (7) dont les seconds membres sont continus dans 
{2 et y satisfont aux inégalités (9) et une intégrale (3) du 
systeme (7) passant par ce point telle que dans un voisinage 
unilatéral à gauche de t= tf, on a l'inégalité (64). 

Ce lemme découle du Lemme 6 par l'intermédiaire de la 


transformation (65), tout comme le Lemme 5 a résulté du 
Lemme 4. 


eee a 


Théorème 1. Supposons que les seconds membres du sy- 
steme (1) soient continus dans l’ensemble ouvert 2 jouissant 
de la propriété P. 

Dans ces hypotheses la condition C (Introduction) est suffi- 
sante et nécessaire pour que le système (1) se prête à la 
majoration universelle au sens S} dans 2 


Démonstration. La condition C est suffisante. En effet, 
la condition C étant remplie dans 2, à tout point P, appar- 
tenant à £2 il correspond une intégrale du système (1) issue 
de ce point (et notamment l'intégrale supérieure à droite 
issue de P,) satisfaisant à la condition ME (Introduction) ”. 
La condition C est aussi nécesaire. En effet, supposons que 
les fonctions f; ne remplissent pas la condition C. Nous 
pouvons supposer (en changeant au besoin le numérotage 
des variables et des fonctions) que la fonction f, (t, y,,..-, y.) 
ne soit pas croissante par rapport à y, dans 2. 

Il résulte alors du Lemme 4 que la condition énoncée dans 
la définition de la majoration au sens S (Introduction) est 
en défaut pour un point P, appartenant à 2. 


5) E. Kamke: Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differential- 
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9. 
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Théorème 2. Dans les hypothèses du Théorème 1 la con- 
dition D (Introduction) est suffisante et nécessaire pour que 
le système (1) se prête à la majoration universelle au sens 
S,. dans. £2. | 

Démonstration. La condition est suffissante. En effet, la 
condition D étant remplie dans {, à tout point P, apparte- 
nant à il correspond une intégrale du système (1) issue 
de ce point (et notamment l'intégrale supérieure à gauche 
issue de P,) satisfaisant à la condition M, (Introduction) © . 
La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que la 
condition D ne soit pas remplie Nous pouvons supposer 
que la fonction f, (t, y,..., y,) ne soit pas décroissante par 
rapport à y, dans ©. Il résulte alors du Lemme 5 que la 
condition énoncée dans la définition de la majoration uni- 
verselle au sens S, est en défaut pour un point P, apparte- 
nant £2. 

En vertu de la Remarque 2 les Théorèmes 1 et 2 impli- 
quent le suivant 


Théorème 3. Dans les hypotheses du Théorème 1 la con- 
dition suffisante et nécessaire pour que le système (1) se 
prête à la majoration universelle au sens S, dans $2 con- 
siste en ce que les fonctions f;(¢,y,,...,y,) soient de la 
forme (11). 

Théorème 4. Supposons que les seconds membres du sy- 
steme (1) soient de classe C? dans l'ensemble ouvert 2 
jouissant de la propriété P. 

Dans ces hypothèses la condition suffisante et nécessaire 
pour que le système (1) se prète à la majoration universelle 
au sens S, dans £2 consiste en ce que les inégalités 


ð f, 
90 AUS tens ES E el E a ae es a 
( ) 0 y, l J ( J 


soient vérifiées en tout point de 2. 

Démonstration. La suffisance de la condition résulte du 
Théorème 1, puisque les inégalités (90) impliquent dans { 
jouissant de la propriété P la condition C. 


6) E, Kamke: cf. loc. cit. 5). 
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La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que 
les inégalités (90) ne soient pas remplies toutes en un point 
P,. Nous. pouvons supposer (en changeant au besoin le 
numérotage des variables et des fonctions) qu’on ait l’iné- 
galité (75). Il résulte alors du Lemme 6 que la condition 
énoncée dans la définition de la majoration au sens S, est 
en défaut pour le point P}. 


Théorème 5. Dans les hypotheses du Théoreme 4 la con- 
dition suffisante et nécessaire pour que les système (1) se 
prête à la majoration universelle au sens S, dans & con- 
siste en ce que les inégalités 


ò f, 
ES. E NT 12 NE). 


91 + < 
(91) ae 


soient vérifiées en tout point de £2. 


Demonstration. La suffisance de la condition résulte du 
Théoreme 2. La condition est aussi nécessaire. En effet, 
les inégalités (91) n’étant pas vérifiées toutes en un point 
P,, nous pouvons supposer qu’on ait l'inégalité (89). Il 
s'ensuit alors du Lemme 7 que la condition énoncée dans la 
définition de la majoration universelle au sens S, est en 
défaut pour le point Po. 

Les Théorèmes 4 et 5 entraînent le suivant. 


Théorème 6. Dans les hypothèses du Théoréme 4 la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que le système (1) se 
prête à la majoration universelle au sens S, dans & consiste 
en ce que les fonctions f; (t, y,,..., y,) soient de la forme (11). 


Remarque 3. On peut définir les notions de minoration 
universelle analogues à celles de majoration universelle. 
Nous définirons à titre d'exemple la notion de la 


Minoration universelle au sens Ga. On dira que le sy- 
stème (1) se prête à la minoration universelle au sens UT 
dans $2, lorsqu’ à tout point P, appartenant à Q il corres- 
pond une intégrale (2) du système (1) issue de P, et remp- 
lissant la condition suivante: 
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Pour chaque courbe (3) passant par P,, cotinue et satis- 
faisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage 
unilatéral à droite de #, les inégalités 
(92) Yi (£) > Pi (t) ’ (i al ie 2; .. n). 
sont vérifiées dans un voisinage unilateral a droite de t. 
On définit d’une façon analogue les notions de minoration 
aussen UP Lie an at et U 
Or tous les Théorèmes 1—6 restent vrais aussi pour les no- 
tions de minoration universelle. 


On obtient les théorèmes respectifs des Théoremes 1—6 
par l'intermédiaire de la transformation 


(93) BEAL en A 12/0 er?) 

car elle transforme les inégalités différentielles de la forme 
(94) Vo) beige) me Kee TE 

en les inégalités de la torme 

(95) Nie As aerate ce ES ROSES.) 

et les inégalités 

(96) wilh<%O , G=1,2,..., n) 


en les inégalités 
(97) UC D TOD DR CES PE 1 


SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI” 


Par 
GYULA (Julius) SZ-NAGY (Szeged, Hongrie) 


§ 1. Je vais exposer ici une démonstration élémentaire 
du théorème suivant: 


I. Désignons par 2 et u des nombres quelconques (réels 
ou complexes) et par m, m,,...,m, des nombres positifs 
arbitraires et posons: 


(1) f(z) = (z—z,) (z—z,)... (z—z2,) 
(2) g(z) = f(z)| atu» E | 
| k=1 k 


Si le cercle K 

(3) ZT ae 

contient tous les zéros du polynome f(z) alors le cercle K, 
(4) ZA rary 2 

contient an moins (n—1) zéros du polynome g(z). 


Le cercle K, contient tous les zéros du polynome 


(5) f(z) g'(z) — gz) F(z) © 


c. a. d. tous les zéros, situés a distance finie, de la dérivée 
de la fraction rationnelle g(z) : f(z). 


Ce théorème a été établi dans le cas ou m, = 
=m, = ... = M, = l,c.à.d. dans le cas des polynomes 


1) L'idée fondamentale de ce travail est déjà contenue dans un article 
que j'ai publié en hongrois en 1942. Cependant les démonstrations actu- 
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d'autrefois. 
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g(z) = 1 f(z)+uf (z) par M. Biernacki”. J. Dieudonné 
a trouvé une autre démonstration de la première partie de 
ce théorème de Biernacki. 


§ 2. On a le théorème suivant: 

Il. Soient et č; (¢, Æ ĉn ti Æ Zy pour i = 1,2 et k=1,2,..., n) 

des zéros du polynome g(z) (u0) et H. l'hyperbole équi- 
latère qui passe par‘, et 6, et dont le centre est E 
Le polynome f(z) possède au moins un zéro dans la région 
du plan extérieure a [hyperbole H et aussi au moins un 
zero dans la région intérieure a cette hyperbole, a moins 
que tous les zéros de f(z) ne soient pas situés sur H. 
Ce théorème est encore valable lorsque ¢,=¢, est un zéro 
multiple du polynome g(z), tandis que f(¢,) #0. Dans ce 
cas H est un couple quelconque de droites se coupant a 
l'angle droit au point ¢,. 

Dans cet énoncé la région extérieure (respectivement 
intérieure) à l’hyperbole H est le lieu des points d’où l’on 
peut mener deux (resp. aucune) tangentes à l’hyperbole. 
Chacune des régions relatives à une hyperbole H dégénérée 
(¢,=—¢,) est un angle rectangle double dont les côtés se con- 
fondent avec les droites de H (il comprend deux angles 
droits symétriques par rapport à $,). 

Jai déjà démontré‘ d’une manière élémentaire la pré- 
mière partie du théorème II (¢,+4¢,) dans le cas des poly- 
nomes f(z)=Af(z) + u f(z). Ma démonstration est valable 
sans modification dans le cas où les m, sont des nombres 
positifs arbitraires. 

Lorsque { = &, et fÈ) Æ0 on a g(,)=0 et g'(¢C,)=0. 


Donc £, est un zéro de la fraction rationnelle : 
(6) f(z) g'(z) — g(z) F(z) _ =[52 | = A ee Pe 
f (z) L f(z) À 


Sarat 

?) M. Biernacki, Sur les équations algébriques contenant des para- 
métres arbitraires. Bulletin de !’Académie Polonaise des Sciences et de 
Lettres, Classe des Scienc. Math., Série A 1927, 541—685. 

3) J. Dieudonné, Sur quelques points de la théorie des polynomes, 
Bulletin des Sciences Math., Série 2, 58 (1934), 273—296. 


4) Gy. (J.) v. Sz. Nagy. Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, 
Jahresbericht der Deut. Math, Ver. 31 (1922), 238-251. 
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D'après un autre théorème tout aussi élémentaire que j'ai 
établi ailleurs” tous les Zéros de cette fraction rationnelle 
sont situés dans un domaine dont la frontière est le lieu 
des points d'où l'on voit sous l'angle droit le plus petit po- 
lygône convexe contenant tous les points z,, z,,..., Z, (,,kon- 
vexe Hülle“ des points z,). Si un point de la frontière 
du domaine en question est un zéro de la fraction ration- 
nelle, les points z, sont situés sur les côtés de l'angle droit. 
Il en résulte la deuxième partie du théorème II. 


§ 3. Pour établir le théoreme I nous aurons besoin du 
théorème II et d’un lemme géométrique que voici: 


II. Soient K et K, deux cercles concentriques de rayons 


r et td respectivement. Par chaque couple de points 
P,, P, situés à l'extérieur du cercle K, il passe une hyper- 
bole équilatère H* dont le centre est le milieu P, du seg- 
ment P,P, et qui n'aaucun point (réel) en commun avec le 
cercle K. 


Dans la démonstration de ce théorème nous allons dire, 
pour abréger, qu'une hyperbole équilatère dont le centre 
est P, et qui passe par P, et par P, est une ,,H-hyperbole’. 
Si cette hyperbole n’a aucun point en commun avec K, elle 
sera dite une ,,H*-hyperbole . 


Une H-hyperbole est déterminée soit par sa tangente f, 
au point P,, soit par ses asymptotes, sa tangente f, au point 
P, est parallèle a f,. Si K est contenu entre f¢, et t, H-hy- 
perbole est évidemment une H*-hyperbole. Il s’ensuit l’exac- 
titude du théorème III dans le cas où P, est situé sur la 
circonférence de K ou à l'intérieur de ce cercle. En effet, 
la longueur de ces cordes du cercle K, qui sont tangentes 
à K est 2r; si donc P, est situé sur la circcnférence de K où 
à l'intérieur de ce cercle il existe évidemment une bande 
comprise entre deux droites parallèles £ et ¢, passant par 


5) Gy. (J.) v. Sz. Nagy, Über die Lage der Wurzeln von linearen 
Verknüpfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient. math. Szeged, 1 
(1923), 127-138. - 
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P, et P, respectivement et qui contient le cercle K. La 
H-hyperbole ayant la tangente f, est donc une H*-hyper- 
bole. 


. La démonstration du théorème III dans le cas où P, est 
situé à l’extérieur du K, est tout aussi aisée. Les tangentes 
ménées du point P, au cercle K font entre elles un angle 
aigu, il existe donc un angle rectangle double W de sommet 
P, (il comprend deux angles droits symétriques par rapport 
à P,) qui ne contient aucun point de K. Si P, est situé 
dans W alors la H-hyperbole dont les asymptotes sont les 
cotés de W est une H*-hyperbole. 


Lorsque la demi-droite P,P, coupe la circonférence de 
K, aux points Q, et Q, et lorsque Q, est situé entre P, et 
Q,, P, est situé soit sur le segment P,Q, soit en dehors du 
segment P,Q,. Dans le premier cas la H-hyperbole dont les 
asymptotes sont parallèles à ces tangentes du K qui passent 
par Q, est évidemment une H*-hyperbole. Dans le second 
cas il existe une H-hyperbole dont la tangente au point P, 
soit {, n'a pas de points communs avec K, cette hyperbole 
est une H*-hyperbole. 


Il ne reste donc plus qu'à établir le théorème III dans 
le cas où P, est situé dans l'anneau compris entre les cir- 
conférences K et K,. En introduisant un système des coor- 
données rectangulaires dans lesquel l’origine est au centre 
du K et l'axe positive Ox coincide avec la demi-droite OP, 
on obtient les relations: 


P,=(x;, 0), P; = (x1, y), pa (x2 ya), Xt E 2%0 ty = =} 
DIX TT ae x; + y, > r= 2r, x, + ¥2,> 7. 


Dans ce systeme de coordonnées les équations de cercles 
K et K, sont respectivement : 


(7) + =r x +y =r —2r 


Nous pouvons admettre que l’on a dans la démonstration 
du théorème III: 


(8) Ne Vale nee PK SX Pr. 


15° 
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En effet, lorsque | y,|>r cette H-hyperbole dont la tan- 
gente en P, est parallèle à l’axe Ox est une H*-hyperbole. 
Cela a lieu aussi dans le cas où x,<r car on a alors 
yi > ri — = r° Lorsque x,<— r c’est la H-hyperbole dont 
la tangente est parallèle à l’axe Oy qui est une H*-hyper- 
bole. 


L’équation de la H-hyperbole symétrique par rapport à 
l'axe Ox s'écrit: 
2 2 2 
(9) P—(x— x) =y, — (xx) = À, 
et les abscisses de ses points d’intersection avec K satisfont 
à l'équation: 
(10) (x—x,) + x =r — À, 


Pour que cette équation ne possède aucune racine réelle il 
faut et il suffit que l’on ait: 
2 
J xX 
CTI) af PA A A CON AAs Set: 
Or cette condition est remplie, car l’on a: 
2 2 2 2 
ASE ae es x) te Ne x) > 
2 2 2 2 2 2 
>r — x — (x, — x) = ri —x +2x (x — X) > — x 


et par suite: 


L’hyperbole (9) est donc une H*-hyperbole. 

Le théorème III est donc complètement établi. Il est évide- 
ment valable aussi dans le cas où P, et P, se confondent 
avec P, et la H*-hyperbole se décompose donc en deux 
droites perpendiculaires passant par P,, car dans ce cas on 
voit le cercle K dun point situé à l'extérieur du cercle K, 
sous un angle aigu. 

§ 4 Supposons maintenant que la premiere partie du thé- 


oreme I soit inexacte, il existerait alors un polynome g(z) 
de la forme (2) qui aurait au moins deux zéros (distincts 
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ou confondus), soit £, et ¢, situés à l'extérieur du cercle (4). 
On pourrait tracer une hyperbole équilatère H* (pouvant 


À : 1 : 2 
se décomposer en droites) de centre 5 Gi +E) qui passerait 


par des points 4, et 6, et qui m'aurait aucun point (réel) 
commun avec le cercle |z—z,|=r. Il en résulterait que ce 
cercle et par suite tous les zéros du polynome (1), seraient 
situés dans une des deux régions déterminées par l’hyper- 
bole H*, c'est ce qui est en contradiction avec le théo- 
rème II. L’exactitude du théorème I en résulte car tout 
zéro situé à distance finie de la fraction rationnelle (6) est 
situé dans le cercle (4). 

Le théorème I peut être énoncé aussi de la façon suivante: 
Si les pôles de la fonction rationnelle 


my 


R(z) = > — (nie (eal a n) 
k=1 Z Zk 
sont compris dans le cercle |z—z,|<r, alors R (2) est uni 


valente dans l'extérieur du cercle |z—z,|=r y2. 8) 


6) M. Marden, On the zeros of rational functions having prescribed 
poles, with applications to the derivative of an entire function of finite 
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de généraliser 
le théorème I au cas où les coefficients mL sont des nombres complexes 
compris dans un angle de sommet 0 et d'ouverture w(<zx) et À est un po- 
lynome de degré p—1 à coefficients quelconques. Le polynome g(z) a alors 
au plus p zéros d’où l’on voit l’enveloppe connexe de zéros de f(z) sous 

T — W 


un angie < ET f 


UNE METHODE ELEMENTAIRE DE RESOLUTION 
DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE PLAN 


Par 
F. LEJA (Kraków) 


1. Introduction. Soit F la frontière d'un domaine plan 
quelconque Deo contenant le point à l'infini dans son inté- 
rieur, p(z) une fonction réelle définie et continue sur F des 
bornes m et M 

m<øolz) < M 
et À l’ensemble (supposé non vide) complémentaire 
à DotF. Il est clair que À est une somme finie ou dé- 
nombrable des domaines disjoints bornés simplement con- 
nexes dont la frontière est contenue dans F. 

Soit 6 un système de n+1 points différents quelconques 
situés sur F; O°? ={¢,, ¢,,..., En} Désignons par y (6) = 
=V (p p- n) le produit 
(1) V GASHI, — tl 

0<fc kaa 
par LO) (z, 6) le polynome 
G (z E) I RL. 
2 LY (z, 60) = rp re ISS ieee 
(2) CAS) LER loa 


k=0 5; 
(kÆ j) 


et par À un paramètre réel non négatif. 


Lorsque le systeme t™ varie sur F la valeur du pro- 
duit 
‘ eme PD, 
(3) VC) =VE™)-e ino 
reste bornée et atteint sa borne supérieure. Désignons par 


; yh ' 
(4) x” ? =e x x bee x a: n=l, SCO 
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ou plus brievement par 


(4’) ME 4 ieee xi} : nil ee 
un système de n+ 1 points de F en lequel 
(5) V (x) = sup V(6). 

CC) e F 


Un système (4) remplissant la condition (5) sera dit 
système des points extrémaux de F du rang n correspon- 
dant à Ag(z). | 


Les polynomes 
| n | n j x) 
(6) DD (z, a, x) = L” (z, x) + e" PCi ), 70 den: 


seront dits polynomes extrémaux du degré n associés a F 
et 1w(z). Je dis que ces polynomes satisfont sur F à l’iné- 
galité 

(7) BA (z, a, x) <e" 7e) 0.1 WY ener 6k. 


En effet, désignons les points (4) plus brièvement par 
Xp Xp» X, et soit z un point quelconque de F. D’après (5) 
on a 


Ve Oe Som TZ Nita REA.) 
d'où l’on conclut que 
n n 
É 5, 1) POS (LEE, 1) eg" PU) 
k=0 k=0 7 £ 
(kj) (k= j) 
et cette inégalité entraîne immédiatement l'inégalité (7). 


Formons la somme de modules des polynomes extré- 
maux (6) et faisons varier n 


(8) F,(z, 1) = 2 | oz, a, x) , n— lee. 
= 


Il est évident que la fonction F,(z,4) est positive dans le 
plan entier et, si 1+0, la fonction 


= log VF, (z, 4) 
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(20) lim y D (z,1) = @(z, A). 


La limite (10) existe car on a quel que soit z 
(21) ® (z,a) < F,(z,a)<(n+1)°@ (z, a). 


La première de ces inégalités est évidente. Pour prouver 
la seconde faisons correspondre à € > 0 un système de points 
de F, soit 


(22) Vo API VE Dore 
pour lequel 
(23) ® (z,4) > max OM (z, y) — e. 


D'après la formule d’interpolation de Lagrange on a 
B24, x) = SOY 41, LOZ) 


donc en vertu de (7) 


DZS ILO, ye” = ZI 622,50) 
et par suite d’aprés (23) 


DD (z, a, x®) | <(n +1) [®,(z, 2) +e], 


ce qui entraîne l'inégalité F,(z,4)<(n+1)@®_(z,4) car e ate 
arbitrairement petit. 

Il reste 
Soit 


` 


à prouver que la limite @(z,4) est partout finie. 


n) 
A a M} 


un système de n+ 1 points de F en lequel le produit (1) 
atteint son maximum qui sera désigné par V(F). Parmi 
les produits 


AP =| (7; To Mo) - An; Ta 1) (1; = tak (7, a Nn) l, Dee nn 
soit 49 le plus petit. On sait!) que les deux suites 


ly rer et {yor | 


1) Ce journal t. 1 { (1945) p. 4—11. 
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tendent vers le diamètre transfini (capacité) de l’ensemble F. 
Désignons ce diamétre par 


d(F) 


et soit z un point quelconque du plan et R(z) la plus 
grande distance de z a F. Puisque 


| n R ni 
aan BOL go 
et que ® (z,1) < max | (24,7) on a 
j) 
A Eno M 
(24) V D. (2,4) < Jo e 


donc @&(z,1) < R(z)-e ":d(F) et par suite @(z,i) est finie 
car d(F) > 0. 


Les inégalités (11) et (12) résultent des suivantes: D’après 
(6) et (8) an a quel que soit z 


(25) EG OLPC Ne ees 
j=0 


et d’après (7) on a sur F 
(26) F,(2,1) < (n +1) e™® 
Le théorème est donc démontré. 


Remarque. Les fonctions F,(z,4), ®,(z,4) et @(z,a) dė- 
pendent de 1y(z) et seront désignées aussi par 


F,(z,19), G,(z,1p) et (z,2¢). 


Observons que, si y(z) est une fonction définie sur F et si 
g(z)>y(z) sur F, on a d’après (14) en chaque point du 
plan ©, (z,jp) > ©, (z, ay) donc 
D(z,1p) > D(z,1y) sig > y sur F. 
Observons encore qe la continuité de la fonction œ(z) 
sur F n’est pas nécesaire pour l’existence des fonctions (14). 
Il suffit pour ce but que (z) soit bornée sur F et on 
constate aisément que la limite (20) existe dans ce cas 
général. 


236 F. LEJA 


3. Propositions auxiliaires. J'aurai à m’appuyer sur deux 
lemmes démontrés ailleurs. Soit C un continu plan quel- 
conque?) et z, un point de C. 


Lemme 1°). A fout «>0 correspondent deux nombres 
positifs ô et N tels que toute suite de polynomes {P_(z)}, 
ou le degré de P, (z) est<n, remplissant sur C la con- 
dition 

|P.(z)I<M, où M est une constante et n=1,2,... 
remplit dans le cercle |z—z,|<6 la condition 
IP (z)|< M(1 +)" pour n>N. 


Soit {oo}, ou j— 0, l,..., n. et n—1;2.., une suite 
triangulaire des points situés sur F tels que les points de 
chaque système ¢™ = ays SAS “| soient différents entre 
eux. Formons les n+1 polynomes (2) correspondant à &” 


et soit z, un point quelconque de F, r un nombre positif et 
M (Zyr, ¿™) Je plus grand de ceux des modules 
Aey i=O Usain 


pour lesquels le- point a est contenu dans le cercle 


z—z,|<r. Si aucun des points ae say .., € n'appartient 
au cercle |z—z,|<r posons M(z,, r, ¢)=0. 
Lemme 2. Lorsque z, est un point d'accumulation de 


la suite triangulaire (ci) on a quel que soit r>0 


(28) lim sup y M (zy r, ¿™) > 1. 


n> OO 


La démonstration de ce lemme est donnée implicitement 
dans le travail inséré dans les Annales Soc. Polon. de Math. 
t. 21 (1948), p. 80—89. 

Les points extrémaux (4), où 4 est fixe et n=l, 2,... 
forment une suite triangulaire { Ke |. Désignons par 

F, 
l'ensemble des points d’accumulation de cette suite. Le 
lemme 2 entraine la conclusion suivante: 


*) Ne se réduisant pas à un seul point. 
3) Pour la démonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520. 
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Corollaire. En chaque point z, de F, on a 
(29) D (zy, À) = e Fo, 


En effet, y (z) étant continue en Z„ à tout £>œ0 cor- 
respond un cercle K{|z—z,i<r} tel que ¢(z)> p(z) — € si 
ze F.K, donc si le point e du systéme (4#) est contenu 
dans F.K on a d’après (6) quel que soit z 


ip? (z 1 0) | > | pL (z x”) | ps [p (Z+) — e] 
et par suite 
F ( (n) t: n À [(z:) — e] 
AGA) SM Zab oe) re 


Il en résulte d’aprés (10) et (28) que &(z,, 4) ee I 
d'où l’on conclut que &(z,, 3 >e *%. D'autre part, il suit 
de (12) que ®(z,, 1) < e 7%) donc légalité (29) est démon- 
tree. 


Nous supposerons dans la suite pour simplitier que F 
soit une somme des continus“). 


Observons que, si 4—0 ou si À étant quelconque la 
fonction w(z) est constante sur F, les points extrémaux (4) 
sont repartis sur F de manière que le produit V(x'”) soit 
le plus grand. En vertu de principe de maximum les points 
de la suite triangulaire (4) forment a'ors un ensemble par- 
tout dense sur F et par suite l'ensem'e F, couvre F, c'est- 
à-dire 


F, =F. 


Lorsque 2>0 et œ(z) n’est pas constante, la différence 
F—F, nest pas en général vide. Néanmoins, lorsque 4 dé- 
croit l’ensemble F. augmente (ne diminue pas) et la distance 
6(z,,F,) d'un point quelconque z, de F à F, tend vers zéro 
avec À. 


En effet, si 0(z,,F;) ne tendait pas vers zéro avec å, 
presque tous les points de la suite triangulaire (4) seraient 
situés sur une partic fermée E de F à distance positive 


4) La frontière de 4 remplit manifestement toujours cette hypothèse. 
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de z» Par suite, en désignant par V,(E) la borne supérieure 
de V(È®) lorsque ¢“” parcourt E, on aurait 


V, (x) < V (x™) f O R eg V, (E) Pegs INT 
D’autre part, on a d’aprés (5) 
(29°) Vra) 4, (Bees E 


et par suite 


aa Le (M— m) = DA (F) / V _(E). 


On en conclut que 24(M— m > log [d(F)/d(E)] donc 2 reste 
plus grand qu’un nombre positif car d(F) > d(E). 

Observons encore que, si œ®(z) est constante dans un 
voisinage d'un point z, de F°), alors en vertu du principe 
de maximum l'ensemble F, couvre un voisinage plus petit 
de z, dès que 4 est suffisamment petit. 


Désignons, comme plus haut, par V,(F) la borne supé- 
rieure du produit (1), par V,,(F) la borne (5) et par d(F) 
et d,(F) les limites‘) 


2 


2 
DE lim Wa) ae (PF) Aim a (Hi) EEE 


Il suit de (29’) que d, (F) >d (P) e?" D’autre part, étant 
d'après (3) 


Ve (Ge) V (2) EL NN ST 
on en déduit l'inégalité d,(F) < d(F) -e77*" donc lorsque 1-0 
on a d,(F)>d(F). 
4. Propriétés des fonctions @(z,1). Supposons comme 
plus haut que 4 soit fixe. 
Théorème II. La fonction 


(30) log ®(z, 1) 


est 1° harmonique dans le plan entier en dehors de la par- 
tie F, de F et 2° continue en tout point de F,. 


5) C’est-a-dire dans l’ensemble F.K, où K est un cercle de centre Zp. 

6) La démonstration de l’existence de la seconde de ces limites est 
analogue à celle de la premiere [cf. M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1923) 
p. 228—249]. 
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Démonstration. 1° Désignons les points extrémaux 
(4) plus briévement par 


(n) 
E A se T 


et supposons que leurs indices soient choisis de manière que 
parmi les n+ 1 produits 


; L j f - 
A”? (x J= UL | x;— xz!) e fees j=0. Ke n, 
= 0 z 


. 
> aug 
=k 


AM (xe) soit le plus petit. Soit z un point quelconque du 
plan non situé sur F, et r(z) et R(z) la plus petite et la 
plus grande distance de z a F,. Les polynomes extrémaux 
(6) satisfont aux relations 


(j) + (0) | AM (x) 2z—x 
D” S $ D yA, A z i Re ——, = (), I, y Fey 
(z,4,x ) (Z,2,x ) AD) 2—x, J á 
donc 
Gj) (n) (0) a», R(z) . 
| D (z, 1, x )1< | D (z, A, X Jil r(z) 
et par suite 
i n 
Gipo ae F (2,4) <1 0 (z, à x ILE, (2,2). 


Il en résulte d’après le théorème I que la suite 


(32) log 10% (z,2, x), n=1,2,... 
converge en dehors de F, vers log ®(z, 1). 


Soit G un domaine borné quelconque 4 distance positive 
de F,, r la distance de G à F, et R le diamètre (proprement 
dit) de G+F,. D'après (31), (21), (24), et (25) on a dans G 
n/ WE 


(We oe ee (0) (n) LM 
ARE < Vio BA x ES <V(nt+1)?- wire 


donc la suite (32) est uniformément bornée dans G ce qui 
prouve que la limite log D(z,1) est harmonique dans G car 
les fonctions (32) y sont harmoniques dès que n est suffi- 
samment grand. 
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2° Je dis que la fonction ®(z,j) est semi-continue 
inférieurement en tout point du plan. 


En effet, soient k et n deux nombres naturels quelcon- 
ques. D’après (15) on a quel que soit z 
Dyn (z, 4) > [®,(z, a] 


donc 
kn 


V Pin (24) > 7/%, (2,2) 

et par suite, lorsque k > œ, 

(33) D(z, 1) > V2, (2,4) (z, À) DOUN Meo 207 te. 
Comme d’après (21) ®,(z,2) >F, (z,4):(n+ 1) on a 


D (z, à) > Ch VF, (z, a) ou Cr — 


= ns 
yín + 1) 
donc, z, étant un point fixe quelconque du plan, 


D(z, a) > Cy WF (Zp A) + Cy |} Fa (2, 2) — ÿ/ Fa Gw À) |. 


Observons maintenant que c, y F A(Z, 4) > @(z,,4) donc 


a tout € > 0 correspond un nombre N tel que cy V F(Z 2) a 
> @(z,, 4) — £/2 et par suite 


D(z, 2) > DZ) — 5 + cy [f/Fy@)—Y/ Fy @% a]. 


9 ° N m Y wN * e e 
D'autre part, la fonction / Fy(z,4) étant continue en z, il 
existe un voisinage |z—z,|<6 de z, dans lequel 


donc 
(34) D (z,1) > @(z,, 1) —« lorsque |z—z,|<6. 


Il suffit de prouver encore que la fonction @(z,4) est 
Semi-continue supérieurement en tout point Zo 
de F,. Pour ce but observons que œ(z) est continue en 
Zo aon à tout 7>0 correspond un cercle Re 7, ET 
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tel que, si lon désigne par y le produit F.K, on aura 
sur y 
p(z) < pz) + 9 


et par suite d'après (7) 
ip” (z, A, oe eee POUL YZ EC) M= A 2,7. 
Il en resulte que les modules des polynomes 
BZA?) ce TN =, 1,...,.n et n—=12,.. 


sont uniformément bornés par le nombre 1 sur un continu 
passant par Zp. 


Or, d'apres le lemme -1 à tout ¢ >0 correspond un 
nombre N et un voisinage | z— z,|<6 dans lequel 


Ip” (z, a,x”) | pe CA B (1+e)" pourn>N,j=0,1.,...,n. 
donc 

F(z, 4)<(n+1) (+9 ele Gra pour NA —7: |< 0, 
et par suite d’après (10) et (29) 
(35) (z,1)<(1+e)e'”- B(z,, a) pour |z—z,|<6 


ce qui prouve que ®(z,4) est semi-continue supérieurement 
en z,. Le théorème est donc démontré. x 


Cas particulier. Dans le cas 4=0 la fonction (30) ne 
dépend pas de la fonction frontière ø (z) et il suit de (11) 
et (12) que 


(36) log D (z, 0) 
s'annulle en tout point de F. D'autre part, lorsque z>oo la 


fonction (36) tend vers l'infini et y possède un pole simple 
car les fonctions (32) ont pour 1— 0 la forme 


Digg (ME) 2 x). 2 ey) à 
n (OG aa) ee ee 


ou x, = x” 
et possèdent à linfini un pôle simple. Il en resulte que: 


La fonction (36) est égale dans le domaine Dæ à la 


fonction de Green de ce domaine ef de pôle à l'infini; 
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dans le domaine complémentaire À et sur F elle est iden- 
tiquement nulle.) 


Pour marquer la dépendance de la fonction ® (z, 1) de 
l’ensemble F désignons la par D(z,1;F). En partant des 
formules (8) et (14) on peut prouver que dans le plan entier 
on a 


(37) logd(z,0;F,)+im< log (z, 4; F) <log @(z,0; F,) +4 M 
où la signification de log ®(z,0; F,) est analogue á celle de 
la fonction (36). 


5. Second passage a la limite. Nous allons examiner 
le comportement de la famille de fonctions harmoniques 


(38) = log ® (z,), D<1<o, 
lorsque 1-0. Je dis qu'on a dans le plan entier 
(39) = log ® (z, 1) > “log ® (2, À’) SO ALTO 


En effet, lorsque z~>co toutes les fonctions (32) tendent 
vers l'infini donc de même ¢® z,4) >œ. Soit R > 0 un nombre 
si grand qu'on ait 

@(z,1)>e" pour |z| > R 
et que Z+F soit continu à l'intérieur de la circonférence 


C {izi= R}. D'après (10) à tout point z et 4¢>0 corres- 
pond un nombre N tel que, si n>N, on a 


VF, (2,1) A NDA) 
et a fortiori 


PE (ay x6) fer OR ei eye D (2) je P=, T1. 31} 
() Qt) 


- LE” n 


D(z, À) > e"® donc étant 4<2’ on a 


Lorsque z est situé sur C on a 


7) Dans le cas général. où la frontière F est quelconque, log ®(z,0) 
est la fonction de Green généralisée de Doo. 
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[LD (2, x)| < [1 +e) 6 (2,0 Ve PT 
< [(1 + €) p(z, a) ve? ETa nÀ’ 
Il s'ensuit que 
DO (2,4, x) < [A +e) (2,2 "T7, 091. an 


et comme @, (z, 2’) < max ip? Cae x”) | on trouve 
(j 


Vo. (z, aN <(1+:)D(z,12)” pour n>N, 


d’où lon déduit l'inégalité (39) sur C car e est arbitraire- 
ment petit. 


L’inégalité (39) a lieu aussi sur F, car sur F, son premier 
membre = (z) d’après (29) et le second est <œ(z) daprès 
(12). En dehors de F, le deux membres sont harmoniques 
d'après le théorème II car F, D Fy donc d’après le principe 
d’extremum l'inégalité (39) a lieu dans le cercle |z|<R et, 
comme R est arbitrairement grand, dans le plan entier. 


Théorème III. Dans l’ensemble 4 +F il existe la 
limite finie 

J l 

L-0 \ 4 


log D (z, a) | =D(2). 


La fonction ®(z) est harmonique dans 4, continue dans 
4+F et égale à (z) sur F*). 


Démonstration. La famille (38) est uniformément 
bornée sur F d’après (11) et (12), donc la limite (40) existe 
dans 4 et la fonction ®(z) y est harmonique d’après (39) et 
le théorème connu de Harnack. 


Soit z, un point de F et s>0. Puisque ¢(z) est continue 
en Zz, il existe un cercle K de centre z, tel que p(z)>p(z,)—e 
dans l’ensemble F.K. Désignons par y(z) la fonction dé- 
finie sur F comme il suit: 


89) La limite (40) existe aussi dans le domaine Doo, mais elle y est par- 
tout infinie. 


16” 
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| p(z) si p(z) <p (Z,)— e, 
| o(z)—e_si p(z) >g (Zz) — e. 
On sait que, quels que soient z et 4, on a (z, 4gp) >@(z, Ay) 
et lorsque 1 est suffisamment petit, soit 4 < 4 (Z, £), Pensem- 
ble F, correspondant à y(z) couvre un voisinage V (z,, €) 


de z, sur F donc lorsque zeV(z,, £) et 2 < 2(z, £) on 
a d'après (29) 


y(z) = 


p(z, 2p) > (z 1y) = e "91 


On en conclut d’après le théorème connu de Borel qu’à 
tout ¢>0 correspond un 4(e)>0 tel que, si 0<’4< Ale), on 
a sur F | 

D(z,1œ) E e' [g (2) — e] 


donc en tenant compte de (12) on a sur F 
ONA > Lt les CR hi EC) 


Il en résulte que la convergence (40) est uniforme dans 
4+F et par suite la fonction D(z) jouit des propriétés de- 
mandées. 


6. Conclusion et remarques. Il suit du théorème précé- 
dent que le problème de Dirichlet pour un domaine borné 
simplement connexe quelconque dont la frontière est con- 
tenue dans la frontière de son domaine complémentaire Doo 
admet toujours une solution °). 


La formule (9) donne le moyen de construire cette solu- 
tion pour tous les domaines complémentaires à Doo en même 
temps. Il suffit pour ce but de trouver sur la frontière de 
Doo les points extrémaux correspondants à la fonction fron- 
tière donnée. 


mr ET 


*) La formule (20) a été démontrée dans mon travail antérieur (Bull. 
Acad. Polon., Kraków 1936, p. 79—91). En partant de cette formule 
M. Masao Inoue (Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. XIII, p. 352—357) le 
prémier a prouvé que la limite (40) existe et donne la soluton du probleme 
de Dirichlet lorsque F est une courbe fermé de Jordan. Dans sa démon- 
stration l'auteur admet comme le fait connu que le probleme de Dirichlet 
pour l'interieur d’une courbe de Jordan F possède une solution. 
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Cette méthode est susceptible de généralisations. Dans 
le cas des domaines plans multiplement connexes on doit 
remplacer les polynomes (6) pas des fonctions rationnelles 
de la forme 
PICAN |" 

p(z). 


où p(z) est une puissance d'un polynomg convenablement 
choisi. Ce cas général sera l’objet d’un autre travail. 


a” ep. j=0,1,..., n, 


LA (z, x) 


Panstwowy Instytut Matematyczny. 


SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2 


Par 
W. SIERPINSKI (Warszawa) !) 


M. H. Uhler a publié récemment dans les Scripta Ma- 
thematica vol. 15 (1949), p. 247—251 une note, dans laquelle 
il donne des valeurs des nombres 2” pour certaines grandes 
valeurs de n (comme n= 1000, 2000, 3000, 4001). 

Le but de cette Note est de démcntrer deux théorèmes 
sur les nombres 2”. 

Théorème I. Soit k un nombre naturel donne. Les restes 
modulo 10° des nombres 2° (n=1, 2...) forment une suite 
infinie périodique, où la (plus courte) période a 45° ter- 
mes dont le premier est 2 . 

Pour démontrer notre théorème nous prouverons d’abord 
le lemme suivant: 

Lemme. k étant un nombre naturel, le nombre 2 appar- 
tient pour le module 5° à l’exposant 4.5 `. 

Démonstration du lemme. Soit 6 lexposant au- 
quel appartient le nombre 2 pour le module 5° [c.-à.-d. soit 
ô le plus petit nombre naturel tel que 2°=1 (mod 5*)]. 
Comme on gait, on a ôlg(55, donc ôl 45°! Pour k= 1 
on a évidement 6=4; notre lemme est donc vrai pour k=1 
et nous pouvons supposer plus loin que k> I. 


Sil était ô< 4 bel on aurait soit 614.5 soit 6/2. 5° ! . 
Suposons qu'on a pour un nombre naturel k>2 
(1) 2143 5 (mod 5°) 
(ce qui est évidemment vrai pour k—2, vu que 2*= 1 +23.5). 
Comme k22, on a K—121, d'où j(k—1) = k — 1+ 
(j—1)(k—1) > k pour j= 2,3,4, et 5(k—-1) = k—1+4(k—1) > 
k—1+4>k+1. 


1) Communication présentée à la séance de la Société Polonaise de 
Mathématique, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950. 
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Or, on a 
2(k—1) 3(k-1) 


(+35 1) 143058 + 245.725 49.595 0 0 5. gt 5h 
EU et on voit que tous les termes à droite, sauf 


les deux premiers, sont divisibles par 5°‘! On trouve ainsi 
(2) (+351) =1+3.5 (mod 54). 
Or, si l’on a a=b (mod 55), il existe un entier ¢ tel que 
a=b + 5“t. d'où 
a—(b+5" H° —b°+5.5"4 +... + 5% #55 (mod 5+9: 
les formules (1) et (2) donnent donc 
DRE 225 (DO 5) 


La formule (1) est ainsi démontrée par l'induction pour 
tout k naturel > 2. 


D’aprés (1) on a 


(3) 2° core 1 (mod 5“), pour k>2 


ce qui prouve qu’il ne peut pas être 8514:57? D’après (3) 
on a 


(4) ia =|=] (mod 5), pour k>1. 

On a 

(5) pes PR E aO p 1): 

d’après (4) le côté droit de (5) n’est pas divisible par 5° "2 
et, comme 2° =—1 (mod 5), d’où 2°°° ES ye 


+1=0 (mod 5), le premier facteur à droite ne peut pas 
être divisible par 5, c. 4. d. on a 


25 =] (mod 5°) 


d'où il résulte qu'il ne peut pas être AE 


On n’a pas donc ni 814:5” ni 812:5 et, comme 


6145", il en résulte que ô= 4: D? : 
Notre lemme se trouve ainsi démontré. 
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Démonstration du théorème I. Désignons, pour 
k et n naturels, par re le reste modulo 10 du nombre 2” 


D’après le théorème d'Euler on a, pour k naturels: 


4. 5k—1 


2 = ] (mod 5‘). 


d'où: A] 
es +k == 2Ă (mod 10°) 
et il en résulte tout de suite que 


a gk—1p 


c’est-a-dire 


k 
=2" (mod 10 ) pour nk, 
k k 
ee TES DOUTs TP be Re. 
Si l’on avait x Æ 
PE pas Der Oe ars 


on aurait (vu la définition des nombres re ) 


T 4 r. 
A a ea ' (mod 10°) , 
d'où : . 
se) Ait 
ce qui est impossible. La suite infinie re Bee est donc 


périodique et le premier terme de la période est aig 


Admettons maintenant qu'il existe un nombre naturel 
m<4:5 7 tel que 


k) (k) 
fe ee. pounn e 


On aurait donc 
tm = 2" (mod 10°) pour n>k 
donc, en particulier, pour n=k: 


a 2 mod le) 
ce qui donne 


2” =] (mod 5°) , 
ce qui est impossible pour m<4-5° d’apres le lemme. 
Nous avons ainsi démontré que la plus petite période de 


k k— 
la suite Di ee .. a 4-5° termes. 


Le hice l] est ainsi démontré. 
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Il en résulte tout de suite que, pour k naturel donné, 
les k-ièmes chiffres (en comptant de droite à gauche) des 
nombres 2° (n=1,2,...) forment une suite périodique (à par- 
tir du k-ième terme ), où le nombre de termes de la plus 
courte période est un diviseur du nombre 4.51 
Pour k—1 cette période est formée de quatre chiffres 
2, 4, 8,6; pour k —2 elle est formée de 20 chiffres 


OTO CIES, 4628 ol MEET OR. 0 134 745 8607 ES, 
Pour k=3 la période a 100 termes. 


I] est à remarquer que le troisième et le deuxième chiffre 
(en comptant de droite à gauche) des nombres 2"(n=3,4....) 
pris ensemble forment une suite périodique où la période 
a 100 termes qui présentent (dans un certain ordre) tous 
les entiers non négatifs < 100. C'est la suite 


00, 01, 03, 06, 12, 25, 51, 02, 04, 09, 19, 38, 76, 53, 07, 14, 28, 
57, 15, 30, 60, 21, 43, 86, 72, 45, 91, 82, 64, 29, 59, 18, 36, 73, 
47, 94, 88, 77, 55, 10, 20, 41, 83, 66, 32, 65, 31, 62, 24, 49, 99, 
98, 96, 93, 87, 74, 48, 97, 95, 90, 80, 61, 23, 46, 92, 85, 71, 42, 
84, 69, 39, 78, 56, 13, 27, 54, 08, 17, 35, 70, 40, 81, 63, 26, 52, 
05, 11, 22, 44, 89, 79, 58, 16, 33, 67, 34, 68, 37, 75, 50. 


Notons encore que les derniéres chiffres des nombres 
n (n=1, 2,...) forment une suite périodique dont la plus 
courte période a 20 termes et que, pour tout m naturel les 
restes modulo m des nombres n° (n=—1, 2,...) forment une 
Suite periodique. 


Théorème 2. m étant un nombre naturel quelconque et 
s—le nombre des chiffres du nombre m (en représentation 
décimale), il existe un nombre naturel n tel que les s pre- 
miers chiffres du nombre 2” coincident respectivement avec 
ces du nombre m. 


Lemme. a étant un nombre irrationnel > 0 et a et b étant 
deux nombres réels, tels que 0<a< b, il existe un nombre 
naturel n et un entier k>0, tels que 


(6) a<na—k<b. 
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Démonstration du lemme. Soit q un nombre na- 


turel tel que 


ji 
7 — < b— 
(7) à a 


b 
et soit r un nombre naturel > eh, Les q+1 nombres jra — 


—E jra, où j=0,1,2,..., q sont tous distincts (vu que a est 
irrationnel) et tous >0 et <1. Il existe donc deux entiers 
distincts j, et j, de la suite 0,1,..., q, tels que 


l 
(8) i raes Pr ra BE raoi z l 
Distinguons deux cas. 
1) j > J,. Posons s=G,—j,) r, t=Ej,ra—Eyj,ra: s sera 
donc naturel, t— entier >0 et (8) donne 


(9) BES 


et il existe un nombre naturel m qui est le plus petit tel 
que 
m (sa— t) >a. 
On a donc 
(m — 1) (sa —t) <a, 


donc, d’aprés (9) et (7): 
m(sa—t)<a+(sa—t) < a + : <b 


On a ainsi 
a<m(sa—t)<b 


et, en posant n=ms. k—mt, on obtient les inégalités (6). 
où n est un nombre naturel et k un entier 20. 


2) jar Posons: s= (mj) r; E= Era Ej ra; 
s sera donc naturel > r,t entier > 0, et (8) donne 
] 
(10) Fée EE Yi 
et, vu que b—Eb— 1 < 0, il existe un nombre naturel m 
qui est le plus petit tel que 
m (sa— t) < b — Eb — 1. 
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On a donc 

(m— 1) (sa— t) >b—Eb—1, 
d’où d’après (10) et (7): 
ARTE b—Eb—1+(so—f) >b—Eb—1—" SU 
On a donc 

a—Eb—1< m (sa— t) > b— Eb — 1, 

d'où 

a<msa—t)+Eb+1<b, 
et, en posant n = ms, k = mt — Eb — 1 , on trouve les inéga- 
lités (6), où n est naturel et k entier. 


Di man ie 
Or, on a n=ms>s>r>- dou na > b et comme d'apres 


(6), k>na—b, on trouve k>0. Le lemme se trouve ainsi 
démontré. 


Démonstration du théorème 2 Soit m un 
nombre naturel donné > 1. Le nombre Lg 2 (où Lg désigne 
le logarithme à base 10) étant irrationel, il existe, d’après 
notre lemme, un nombre naturel n et un entier k >0 tels 
que 

Lgm<nLg2—k < Lg(m+!), 
d'où 
Lgm+k< n Lg2< Lg(m4+l1) +k 
et 

m:10" < 2°< m 10° + 10", c.à. d. 2 <m-10° + 10° —1. 
Donc, si m=(c,c,...C,);, est la représentation décimale du 
nombre m, on a 


2 ik ee: 
(eo) Cenc, OU, RO ES (cer, ao) 


ce qui prouve que les s premiers chiffles du développement 
décimal du nombre 2” sont respectivement les mémes que 
les s chiffres du nombre m. 

Le théorème 2 est ainsi démontré. 


SUR LA PERIODICITE MOD m DE CERTAINES 
SUITES INFINIES D'ENTIERS 


Par 
W. SIERPINSKI (Warszawa) ?*) 


Comme on sait, les restes modulo m de termes succes- 
sifs de certaines suites infinies d’entiers 


(1) PA ets 
forment des suites infinies periodiques, par exemple pour 


n(n+1) 
2 


Le but de cette Note est d'étudier la base commune de 
ces faits. Cette étude m'a été proposée par M. Zaran- 
kiewicz. 

Désignons par {u,} la suite infinie (1). m étant un 
nombre naturel, nous désignercns par F„ la famille de 
toutes les suites infinies (1) aux termes entiers qui satis- 
font a la condition suivante: les restes modulo m des nom- 
bres u,,u,,... forment une suite périodique. En d'autres 
termes la formule {u, }¢F,, équivaut à l’assertion qu'il existe 
deux nombres naturels k et h, tels que 


2 n n 
U-—=nis2 nn, 


n 


Unyk =u, (mod m) pour n>h. 
Posons encore F = F F, F}... 


Théorème 1. Si l’on a pour un m naturel {u,}eF, et 
[v }eF„ on a aussi {u,+v,}eF,, et {u,v,}¢F ». 

Démonstration. Si {u,}eF, et {v,}eF_, il existe 
des nombres naturels k,, k,, h, et h, tels que 


1) Communication présentée 4 la Societe Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, le 9 juin 1950. 
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Unyk =u, (mod m pour n>h,,et Vatk, = Vn (mod m) pour 
n2h, ce qi: donne tout de suite 


TNT En À (mod m) pour n>h,, et Vatk k, = Vn (mod m) 
pour n> >h, d'où 


Untk, k, T Vatk, k, = Unt Vn (mod m) pour n >h +h, 


Untk k, Vntk k, ~Un tV, (mod m) pour n >h, +h, 
ce qui prouve que {u,+v,}ieF, et {u,v,}eF_, c.q. f.d. 


Corollaire 1. Si{ļu eF et {v,}eF, on a {u,+v,}eF et 
lu, v,i eF. 


Corollaire 2. Si {u,j¢ F et a est une constante entière 
on a {au,}eF. 


Corollaire 3. Silu.}eF, on a fu eF pour k=1,2,3.. 


Corollaire 4. Si f(x) est un polynôme en x aux coeffi- 
cients entiers,, et si {u.}eF, on a {f(u,)} eF. 


Les démonstrations de ces corollaires n’offrent pas de 
difficulté. 


Théorème 2. a étant un entier, on a {a }eF. 


Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
Désignons, pour n=—1, 2,..., par r, le reste du nombre a” 
modulo m. Les nombres r}, ra.. r,,, appartiennent tous 
à la suite 0,1, 2,..., m— 1: ils ne peuvent pas donc être 
tous distincts. Il existe donc des nombres h et {> h de la 
suite 1, 2...., m+l, tels que r,=r, Comme />h, nous 


pouvons poser l= h+k, où k est un peers naturel (< m). 


"tk à" (mod m), d’où il 


On a donc rh} = "p c'est-à-dire a 
2 3 n+k on 

résulte tout de suite quea =a (mod m) pour n>h, ce 
qui prouve que {a"}eF,. Ceci étant vrai pour m—1,2,.. 


on trouve {a }eF, c.q. f.d. 


Corollaire 5. Si a et r sont des entiers et s est un 


r | 


nombre naturel, on a (EEE eF, E 
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Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
D’après le théorème 2 et le corollaire 2 on a er or wet 


il existe des nombres naturels k et h tels que a r= 
=a r (mod ms) pour n>h. II existe donc pour tout n >h 


un entier t, tel que a ntk e—a “r+ mst, d'où Lee 


El 


=E 4 TE 4 mt, pour n>h, doù) a br R acra dwd. 


En particulier, pour a=m, il en résulte tout de suite 
la périodicité des développements des nombres rationnels 
en fraction infinie à base m [le n-ième chiffre du bo aed 


r ti à 
pement de , étant, comme on sait, E m r ant ee h 
S 


S 
=E” © (mod m)}. 


ae il est à remarquer que, pour les suites {v,} aux 
termes >0, la formule {v,}¢F n’entraine pas en général la 


formule {2°"}«F. Posons, en effet, 
D (EVn—EVn—1). 


m étant un nombre naturel donné, on a évidemment mlv, 
pour n>m, d'où {v,}eF,. On a ainsi {v,}eF. 
Or, comme on voit sans peine, on a 


2°=]+EV)n—EVn—1 (mod 2) pour n=1,2..., 


c’est-à-dire 2=—(0 (mod 2) pour tous les nombres n carrés 
et 27= 1 (mod 2) pour tous les autres n naturels, de sorte 
que la suite infinie de restes mod 2 de nombres 21,2"? 
nest pas périodique. Il n’est pas donc fe) a Oe et, a plus 
forte raison il n’est pas {2 he E 

On a cependant le 

Théorème 3. Si l’on a pour un m naturel lu }eF, et 
si {v,} est une suite telle que Ds 20 pour — 1) 2). 
lim v, = +00 et [v }eF, on a {u, Mek. 


n = oo 
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Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
D'après le théorème 2 il existe pour tout nombre j de la 
suite 0, 1, 2,..., m—1 des nombres naturels k,et h, tels que 


(2) jt = j" (mod m) pour n>h 

Posons k=k,k,k,...k,_, et h=h,th,+...+h,,_,: il résulte 
tout de suite de (2) qu’on aura 

(3) x" = x" (mod m) pour n>h 

quel que soit le nombre entier x. 


Soit {v,} une suite telle que v,>0, lim v,—+® et 


n= 3) 
(v }eF. Il existe donc des nombres naturels s et l, tels que 
(4) v,2h et v,,,=v, (mod k), pour n>l 


Soit n un indice >l. On a donc v, 2h. Siv,.,2v,, on 
a, d'après (4), Vays =V tkt, où t est un entier > 0 et 
d'après (3) on trouve 
xris — x”ntkt = xn (mod m) 
quel que soit l'entier x. 
Si Vays <V» On a, d'après (4): v, —Vnys = kt, où t est un 
entier > 0 et, d’après (3) on trouve 


Yn yrntstht = nts (mod m) 
quel que soit entier x. On a donc toujours 
(5) x "tS = x" (mod m) pour nl 
quel que soit l'entier x. 


Soit maintenant {u,} une suite telle que {u,}¢F,,: il existe 
donc des nombres naturels q et r tels que 


Unig =U, (mod m) pour nèr, 
dou 
(6) gere mul (mod m) pour nèr 


Or, d’après (5) (pour x—=u,.,,) on a 


Vnqs —- 5271 
(7) Ge a T (mod m) pour n>l. 
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D'après (6) et (7) on a donc 


UT = u "n (mod m) pour n>l+r, 


n+-qs 
ce qui prouve que {ucts eel ese à PA due D 

Il résulte tout de suite du théorème 3 le 

Corollaire 6. Si l'on a pour un m naturel {u,}eF,, on 
a aussi {u,} e F_. 

On en déduit tout de suite que {n"} e F, ensuite que 
| e F etc. 


Théorème 4. Si {u,}¢F et si d est un diviseur naturel 
| u 
commun de tous les termes de la suite {u,}, alors [Hl ep 


Démonstration. Soit {u,} une suite infinie telle que 
{u.}¢«F et soit d un diviseur naturel commun de tous les 
termes de la suite ju,}. On a donc u, =d v, pour n=—1,2...., 
où v,(n—=1,2,...) sont des entiers. 


Soit m un nombre naturel donné. Comme {u,}eF, on 


a {u le Fan et il existe des nombres naturels k et h, tels 
que 


Unk =U, (mod dm) pour n>h, 

donc, vu que u, =dv, pour n=], 2,. 
dv= dv, (mod dm) pour n>h, 

ce qui donne 

Vak Vn (mod m) pour n>h, 
ce qui prouve que {v,}¢«F,. Ceci étant vrai pour tout m 
nature}, on trouve jv,}¢F, donc Er ce atic: 
Il est 4 remarquer que si, pour un m naturel donné, on a 
iu,}eF, et si d'u, pour n=l, 2,..., la formule | 1 Eih S 
peut n'être pas vraie. Par exemple, pour m= 2, u, =2Eyn 
d=2, on a u,=0 (mod 2) pour n=1, 2,..., donc {u,} € F, 
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fu, 
et on na pas la 


| e F,, les restes modulo 2 de termes de 
la suite IE yn} n} ne donnant pas une suite périodique. 


_. Voici une application du théorème 4. D'après le corol- 
laire 4 on a {n(n+1)}e F. Or, comm: on sait, ona 2|n(n+1) 


pour n= 1l, 2,... (vu qu’un des facteurs n et n+1 est tou- 
jours pair). D’après le théorème 4 on a donc E 


c'est-à-dire: 
Quel que soit le nombre naturel m, les restes modulo 
m de nombres triangulaires succesifs forment une suite 
périodiqne. 
En particulier, pour m = 10, la période a 20 termes, pour 
= 100 elle a 200 termes. 
n(n+1)(2n+1) 


6 \ e F et que 


Pareillement on trouve que 


fn —5n — 5n ‘+4n| 
| == R190 


Théorème 5. Si l’on a, pour un nombre naturel m 
{use a on a {u EUR «eld peel 

Démonstration. Soit m un nombre naturel donné 
et soit {u,} une suite telle que {u,leF,. Posons v,— 
=u,+u,+...+u, pour n=], 2, 3,... . 
Il résulte de {u,}e¢F,, qu’il existe des nombres naturels k 
et h, tels que 


e F. 


Unk =U, (mod m) pour n>h, 


et on en déduit tout de suite qu’on a pour i et j entiers 
= 0: 
Un+ik+j = Uny; (mod m) pour n>h, 
d'où 
m—] 
à Untikgj = M Ung O (mod m) pour n>h, 
i=0 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXII. 17 


et 


iM 


Un+ik+j = 0 (mod m) pour n>h, 
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c’est-à-dire 
Unyi EU Ein SOMO! m) pour nèh, 
d’où 
utu, t.. + Unimu tut... +u, (mod m) pour n>h, 
c'est-à-dire 
Vnpmk = Vn (mod m) pour n>h, 

ce qui proure que {v,„}e F c.q. f.d. 

En particulier, pour u, = n (n= l, 2,...), on retrouve la 


formule | rte) | e F. 


SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES 
JOUISSANT DES PROPRIETES EXTREMALES 
PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE 


Par 
J. GORSKI (Kraków) 


1. Objet du travail. Soit E un ensemble borné et fermé 
de points du plan, f(z) une fonction réelle, définie et con- 
tinue dans E, p(z) une fonction complexe, définie et con- 
tinue dans un domaine D contenant l’ensemble E. Nous 
supposerons que p(z) soit différent de zéro dans D. 


Soit ¢,, ¢,,...,£, un système de n<+1 points différents 
quelconques de E; je désignerai ce système plus brièvement 
par une seule lettre ¢ 


(1) | | Se une | 


Désignons par p” (z; $, p, f, E) ou plus brièvement par 
p” (z;5,p) le produit 


(2) pe CAD Il Bee ae ee | „eE? a Oa Deen Te 
aay LR _p(z) 
C’est une fonction de z définie dans domaine D. 


Faisons maintenant varier les points du systéme (1) dans 
E et désignons par ®, (z; p,f) ou plus brièvement par @_ (z; p) 
la borne inférieure du plus grand des n+1 modules 


p (z;6,p)|, j=0,1,...,n, lorsque, z étant fixe, les points 
(1) parcourent E 


G) D (zip) =inf [max] ØP (z;4,p) |}, n=1,2,.... 
€ j 
La borne ®,(z;p) est positive en chaque point ze D. 


177 
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En effet, soit m la borne inférieure du produit |p (z) | € 
lorsque z parcourt E. Vu que p(z) est différent de zéro 
sur E on a m>O donc 


m EE 
Sr p) > Cyn EEE = 
et comm? 
max z— êk eee 
(i) Eick! Ses LL 
on a 
Pa (z; p) = inf {max | ®," (z; p)i}> 2 an i 


Désignons par d(E) le diamètre transfini de E introduit 
par M. Fekete“) et observons que l’ensemble complémen- 
taire de F par rapport au plan fermé est une somme finie 
ou dénombrable de dcmaines disjoints. Désignons par Doo 
celui de ces domaines qui contient le point à l'infini et par 
F sa frontière. On sait que d(E) —d (F). 


Considérons le cas particulier où, c étant une constante 
différente de zéro, on a 


f (z)=0 dans E et p(z)=c dans D. 


M. F. Leja?) a démontré que la suite (b, (z;c)} tend 
dans le plan entier vers une fonction limite ®(z) jouissant 
des propriétés suivantes: 


1° Si d(E)>0, D(z) est partout finie > 1 dans D et 
(z) = 1 dans E. 

2° Si d(E)=0, ®(z) est infinie en dehors de E et D(z) 
= ] dans E. 

3° Lorsque F est une somme de continus, log ®(z) est 


la fonction de Green classique du domaine Do avec le 
pôle z = œ, 


1) M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1922), p. 228—249. 
?) F.Leja, Ann. de la Soc. Polon. de Math., t. 12 (1934), p. 56—71. 
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Le but de ce travail est d'examiner la suite (3) dans le 
cas général où f(z) et p(z) sont des fonctions quelconques 
remplissant les conditions spécifiées plus haut. 


2. Existence d‘une fonction limite. (Considérons la 
suite (3). 

Théorème 1. La suite (Vo. (z: p)} tend dans le do- 
maine D vers une limite 
(4) lim //®, (z; p) = $ (z; p). 

La démonstration sera appuyée sur lemme suivant: 


Lemme 1. Les termes de la suite (3) satisfont quel 
que soit ze D aux inégalités suivantes 


(5) 0,4, (2; p)>®,(z;p)°%, (zp) pour u et v= 1, 2,.... 


Démonstration dulemme. Soit z un point fixe 
de D. Il est évident qu'à chaque € > 0 on peut faire corres- 
pondre dans E un système de u+v +1 points {7,%...,7,1,} = 
tels qu'on ait 


+v (Zz; p) > max | Ko (25%, B) EE" 


Introduisons les notations suivantes: {¢,,¢,,...,6,} = étant 
des points quelconque du plan, posons 


(6) V (Sy, fp. f= Pl —&l, 
0< j<kEn 

(7) 26: D=ÎT é—£ | pour j=0,...,n 
(ke) 


et observons que, quel que soit j —=0, 1,...n, on a relation 


VE E)= AGE) VE Eyre een Ey ae Sytgree en Sy) à 


Ceci posé, soit z le point fixé plus haut et 7 ,7.,...,7, 
wy 72 v 


un Système de v points quelconque du système 7. L’ex- 
pression 
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| D (z) ae V (2; Hjst hj) = 5 f Mja 
ET Mn Td O n =0 


VEC is) = 23 - = 
PARED eras one p(n) | 


possède un maximum lorsque, z étant fixe, les points 1; ,...,n,, 

= 
parcourent le système 7. En changeant convenablement 
des indices des points de ce systéme on peut supposer que 


ce maximum soit égal à W (Z; 1,41- -s Nupo). 


La suite de démonstration est complètement analogue 
a la démonstration du lemme qui se trouve dans le travail 
de M. F. Leja inséré dans le Bull. de l’ Acad. Polon. des 
Sc., Cracovie 1936, p. 79—92. 


Le théorème | résulte immédiatement du lemme 1 et du 
lemme connu suivant: 


Si une suite {a,} à termes positifs remplit la condition 


avā, a, pour u et v= l, 2,..., la suite V a. tend vers 
une limite finie ou infinie. 

3. Construction des certaines fonctions extrémales. 
Considérons la fonction 


BRA E es En) TAN | LG ae in $ So x 
PDs ae atia p (È). 
où V (é,,...,6,) est définie par la formule (6) et cherchons 
son maximum, lorsque n étant fixe, les points ¢,,...,5,, varient 
dans E. Appelons n-iéme système extremal de l’ensemble 
E par rapport aux fonctions f(z) et p(z) un système de 
points de Ë, soit 


(9) E = {Eos Eyes e End » 
pour lequel 
(10) U (Eo Eire =» En) = max DRE Re 


[Tr 


Supposons encore que les indices des points £,,&,,.-. 
soient choisis de manière à avoir 


an A (E,; &)  48;8 


Se — pour j=0l...n 
|p A [i eM) | p (E.) Mep 
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et formons les fonctions 
(12) pY (z;&,p) , j=0,1,. n. 


Lemme 2. En chaque point zeE les fonctions (12) 
satisfont quel que soit n aux inégalités 


(13) |b” CEPIS e , j=0, 1,...,n- 


Démonstration. Si linégalité (13) n'était pas satis- 
faite dans E pour une valeur de l'indice j il existerait dans 
E un point z=£€;, tel que 

OY EE p) > ee? 
donc , f 
-7 n nf(é; = zZ | / n an E 
AE o E ine"? > AED A ENIE e E 


En multipliant les deux membres de cette inégalité par 


[LT pie"? 
aa 
on en déduirait l'inégalité 
WE, ete) ou Ce. E) 
incompatible avec l’hypothése (10), donc les inégalités (13) 
ont bien lieu. 


Supposons maintenant que p(z) soit une fonction ana- 
lytique régulière ne s’annulant pas dans D. 


Théorème 2. Si d(E)>0, alors 1° il existe dans len- 
semble ouvert D—E la limite 


lim V |p (z; £, p) | 

n—OO 
et cette limite est égale à la fonction ®(z; p) définie par (4) 
(14) lim V o?zi pI =), 


2° la convergence est uniforme dans le voisinage de chaque 
point ze D—E et la fonction log ®(z;p) est harmonique 
dans D—E. 
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Démonstration. 1°. Soit z un point fixe quelconque 
de D—E, r =r (z, E) la borne inférieure des distances |z—a| 
lorsque a parcourt E et R= R(z, E) la borne supérieure des 
ces CESS Je vais prouver les inégalités 


(15) eo (z: p) < <|o (z; é,p)|<(n+1):®, (z;p), n=1,2,... 


a effet, à chaque £>œ>0 on peut faire correspondre un 
système de points {ny} N»... Nn} =n tel, qu'on ait 


(16) D, (Z; p) max IØ? (2; , p)|—e. 
Désignons par pe (z; n) le polynome 
‘ + Z— 4. À 
(17) L® (z; n) = IT J T Onn 
C L 


et observons que le produit (p\_))” p” (z:Ë,p) est un poly- 
nome du degré n. D’après la formule d’interpolation de 
Lagrange on a identiquement 


(p (z))" & (z; £, p) = 2 (p (n) B® (n,; E, p) + LY (z: n) 


donc 

pag 

On (z; é, p)= > Dn (nj; & p) À 1 n) : | Fer | 
j=0 i 

et par suite d’après (13) 


n 


| 
| e (nj) zie 


RE 


=a DV (z; n, p)|<(n+1)- max |, (Z: n, D) | « 


i | 
0 (238, p< D LP (a 9) | 20 
j=0 | p( z) 


En tenant compte de (16) on aura 

ID” (z; £, p) |X (n+1)*[@,(z; p) +] 
donc la seconde des inégalités (15) est vraie car € est arbi- 
trairement petit. | 


Considérons le n-ième système extremal £—{£,,6,..., 4} 
de E et soit s celui des indices j= 0, 1,...,n pour lequel: > 
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D, (z; p) < max Ip” (z:£, p)| = |p (2:8, pp)! . 
J 
On a identiquement 
EE 
Ze 


> 


PP (z;  p)|=|6© (z; DRE 


où v, désigne le seconde membre de l'inégalité Ri Etant 
V Zvona 


R 
LE V (z:E, p) r 


donc la prémière des inégalités (15) est vraie. 


D, (z; p) < p” (z:E,p) i = 


La formule (14) résulte immédiatement de la formule (4) 
et des inégalités (15) 

2°. Soit G un domaine borné et fermé quelconque con- 
tenu dans le domaine D—E et z un point fixe de G. Désig- 
nons par À, la borne supérieure du plus petit des produits (7) 
lorsque le système £= {£ , & ,...,£} varie dans E. 


A sup { min 4 (5,55) ; 


On sait?) que V4, tend vers le diamètre transfini d(E). 

Soit R le diamètre de E+G et r la distance de E à G: 
il est ‘clair que r>0. Désignons encore par A et B les 
bornes. 


F f (2) z 
A= inf | p(z)| e } B= sup \|p(z)| e ae 


Puisque E est compact et p(z) Æ0 dans E on a B> À >0,. 
Je dıs que 


od ee ee: 
48) VA, lPG) — V 9, Gr > Ip(z)| V4, 


En effet, il existe dans E un système de n+1 points, 
soit { YoY»: Yn} =y, pour lequel 4,—min 4(y,;y.) D'après 
(2) et (3) on a i 


>) F. Leja, Bul. Acad. des Sc., Cracovie 1933, p. 281-289. 
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R', 
ay 
ain | p(z) 
ce qui entraîne la seconde des inégalités (18). 
D'autre part, soit x= {x}, x,,...,xX,} un système de n+1 
points de E pour lequel 


= i) = 
D(z; p)< max | DP (z;y, p)| < 


D(z; p) = max [S (z; x, p) |. 
J 
Etant 4,7 min 4 (x;;x), on a 
J 
n A’ 
D (zip) >|; (z:x, p) | >= + =, 
4x | p(z)| 
ce qui entraine la premiere des inégalités (18). 
De (15) et (18) on déduit pour chaque zeG l'inégalité 
ay / 2.5. À 2/0 pitt. À. 8. 
R y An IP) } DATE V An IP(2) 
Puisque V 4,7 d(E) > 0 et que | p(z)| est borné et plus grand 
d'un nombre positif dans G la suite 
[1 


1 OP | 
| log|®, (z;&, p) | 


-= 


est uniformément bornée dans G. Les termes de cette suite 
sont harmoniques dans G, donc la convergence 

“log of (z;€,p)|> log D(z;p) 
est uniforme dans G et par suite la fonction limite est har- 
monique dans G. 

4. Le comportement de la fonction ®(z;p) dans l‘en- 
semble E. Il est clair que la fonction ®(z;p) dépend de la 
fonction f(z). Supposons que la fonction f(z) soit identique- 
ment nulle dans E et que p(z) soit définie dans le domaine 
D par a formule 

p(z) = y z +az +...+a, 
où z“ + az +... + a, est un polynome quelconque du dégré 
k>1 dont les zéros sont extérieurs a D et la détermination 


du radical est quelconque. Le module | p(z)| dont nous nous 
servirons dans la suite est bien déterminé. Je vais démontrer le 


k—1 
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Théorème 3. Si l’ensemble E est une somme de continus 
et z, est un point de E situé sur la frontière de E, la fonc- 
tion D(z ; p) tend vers 1 lorsque z, en restant dans le do- 
maine D—E, tend vers z,. 


(20) lim D(z;p) = 1. 
Z— Zo 


Demostration. Soit o un nombre positif quelconque. 
Le point z, est situé sur un continu CCE. Désignons par 
C, la partie de C contenue dans le cercle |z—z,|<e et po- 
sons R = max |p(z). A chaque <> 0 correspond un nombre 
o(e')>0 tel que 

Rx, 
7 
Feb | bate ) | 
Puisque | p(z)| < R dans le cercle |z—z,|< (es) et que, 
d'après (17) où DEC LA on a | + -£ p)|<1 sur C donc 


(22) p(z) + (zs 8, p) | < (Ryyy)” pour ze Cyn. 


Je m’appuyerai maintenant sur le lemme suivant du à 
M. F. Leja:*) 

Soit J’ un continu quelconque, z, un point de Jl et 
IW (z)} une suite de polynomes remplissant sur I’ la con- 
dition |W ,(z)| < M pour n=1,2,..., où M est une constante 
et le degré de W,(z) est < n pour n= 1,2,... Alors à tout 
e>0 correspondent deux nombres positifs r=r (e, 1”) et N=N(¢,I’) 
tels que 


VW, (ze el-t expour, | za Ze <_retens> Ne 


Observons que l'expression p(z)". p” (z:E, p)/ Re est un 


polynome du degré n borné d’après (22) par 1 sur C en 
pour n—1,2,..., donc d’après le lemme de M. F. Leja on 
a dans un voisinage |z—z,| <r de z, l'inégalité 


| D OS (tS p) | < Bo) (1+8) pour n> N 
et par suite d’aprés (21) 


(23) y 2% (z; E,p)| < (1+) (1+e) pour |z—z,|<retn>N. 


<REF EAS araa a Oee. 


1) F, Leja, Math. Ann., t. 108, p. 517—524. 
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D'autre part, si z n'appartient pas à E et v = 1, 2...., il 
existe dans E un système de kv+1 points 7, 7,,..., Ng, tels 
qu'on ait 

D, (Z; )=max | P(z: n, = 
(24) k ( p (j) | ivi ] p). 


— UNI Ç RES STAY | (j) +4 ia kv 
ip(z)\* max | LEY (z;n) p(n,) | 


En appliquant la formule à interpolation de Lagrange au po- 
lynome [p(z] on a 


kv 
kv _ ky 
(p(2))"" =D) Ly, (z; n) + pla) 
= 0 
donc 
max LA (z:n):p( | 2 | p(z) | 
HR e g a Ally 7 kv+1 
et par suite d'après (24) %,,(z;p)>1/(kv+1). On en déduit 
l'inégalité 
P(z;p) = lim Va (z; p) al 
qui entraîne (20) en vertu de (23). 
5. Cas particuliers I. Supposons comme dans le numéro 4 
que f(z) =Q et que p(z) soit le polynome [du degré 1 'de la 


forme p(z) = p,(z) = z — a, où a est un point quelconque 
n'appartenant pas à E. D’après (12) et (14) on a 


—a)" 


(j EFO 
P, Z;Ė, P) = L, (z;&)- ae 
et n 
p(z; p) = lim y PZ EPD 


Le point z= a est situé dans un des domaines dont la 
comme est l’ensemble complémentaire à E. Désignons ce do- 
maine par Da. 

Théorème 4. Lorsque le diamètre transfini d(E) est po- 
sitif, alors log ®(z;p,) est la fonction de Green (classique 
ou généralisée) du domaine D, avec le pôle z=a . 


Démonstration. Supposons d'abord que E soit une 
somme de continus. Il résulte immédiatement des théorèmes 
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2 et 3 que la fonction log®(z;p,) est harmonique et po- 
sitive en dehors de E + {a} et qu’elle tend vers zéro lorsque, 
z n'appartenant pas à E + {a}, tend vers un point quelconque 
de E. 


Observons maintenant que d’apres (19) la différence 
r; OF pee ee 
log | Pn (255, P) | — log py 


est bornée dans le domaine D,— {a}, donc sa limite pour 
n>cc, c'est-à-dire 


l 
(25) log D(z;p,) — log alt? 


y est bornée aussi. Par suite la différence (25) est harmo- 
nique aussi au point a ce qui prouve que log D(z;p,) est la 
fonction de Green classique de D, . 

Lorsque la frontière de D, est quelconque, la démonstra- 
stration est analogue à celle donnée dans le travail inséré 
dans ce journal t. XXI (1948), p. 70. 


Remarque. Lorsque E est une somme de continus, la 
fonction log D(z; p,) est harmonique en dehors de E+D et 
tend vers zéro lorsque le point z n'appartenant pas E+ D, 
tend vers un point de E. Par suite d’après le principe de 
maximum, log D(z; p,) est identiquement égal à zéro en 
dehors de E+ D.,,. 


II. Supposons maintenant que / (z)=0 et que 
p (z) = p, (z) =V (z— a) (z — Ê) 
où la détermination du radical est quelconque. Alors 


: j 0) NT 
(0). OP 3 D CUS Ré 
OG: p) = LO (9e | P—) AT | 

Les points a et / sont situés dans l’ensemble com>lémen- 
taire CE de E. Désignans par D, le plus grand domaine 
contenant a et contenu dans CE et par D, le domaine ana- 
logue. Il est clair que les domaines D, et D, peuvent être 
identiques ou disjoints. 
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Supposons que D, D, et désignons par G(z, D), la 
fonction de Green du domaine D, avec le pôle a et par 
G (z, D,) la fonction analogue. 


Théorème 5. Lorsque D,# D, alors 

al G(z,D,) dans D, 

~ | G(z,D,) dans Dt 
Démonstration. Supposons que E soit une somme 

de continus. Il resulte des théorèmes 2 et 3 que la fonction 

2 log ®(z; p,) est harmonique et positive en dehors de 


D+{a}+{8} et quelle tend vers zéro lorsque z tend vers un 
point z€ E. Il reste à prouver que la différence 


2 log D(z; p,) 


2 log ®(z; p,) "log 


ż—a | 
tend vers une limite finie lorsque z>a. Considérons à cet 


SRE 


effet la suite partielle | H |p (z;&, Po)! | et observons que 


d’aprés (19) la différence 
(0) 


| ] l 
= — Oo D . é -o s ] ct —_—_——— 
ay! g | Pry (z; 5, 3) | > “Ve |z—a| 


est bornée dans D,— {a}, donc la limite 
| 


|Z— a | 


| 
(26) log D zZ; P)—; log 
est bornée dans le voisinage du point z—a et par suite la 
fonction (26) est bornée et harmonique au point Zz =a. 
Pareillement la fonction 


lo @(z; p,)— log ST 


est harmonique dans le domaine D, 

Remarquons que dans le cas où D,= D, et aP la 
onction log ® (z; p,) est harmonique et positive dans 
D — {a}— {f} et tend vers zéro lorsque z tend vers la fron- 
tière de D. Les points a et Ê sont des pôles du degré */2 
de cette fonction. En dehors de l'ensemble D +D,+E la 
fonction 2 lug ® (Z; p2) est identiquement nulle. 


FONCTION HARMONIQUES 2/1 


Le cas où D, =D, et a —f se reduit au cas I. 


III. Considérons maintenant le cas général où 


p(z)= p, (z)=V (z- a, (z—4,)... (z—a) 
i= l, 2,..., k, le plus grand domaine 
contenant a; et contenu dans CE. Lorsque D, # D, i £ s= 
= ],2,...,k, on démontre comme plus haut l'égalité 

k-lo D(z; p) =G (z; D ) dans Da i=1,2,.::k, 


et désignons par D 


aj? 


où G (z, D,,) est la fonction de Green (classique ou généra- 
lisée) du domaine D, avec le pôle a, En dehors de len- 
semble ZD,+E la fonction k-log®(z;p,) est identique- 
ment nulle. 

Si a, —aeD,i—1,2,...,k nous retrouvons le cas I. 


SUR LES TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES 
D’ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 


par 
Z. MIKOŁAJSKA (Kraków). 


Le théorème qui suit constitue une réponse à une question 
posée par M. M. T. Ważewski et J. Szarski. 


Théorème: Considérons la transformation T 
(T) spa ae (AL OA K ee (tin) 
Admettons que les fonctions F'(z,¢,,...¢,) et leurs déri- 
vées partielles du premier ordre soient continues dans 
les pace de points (t, §,,...¢,) et que le déterminant 
Dét. (F, (0,...0)) soit différent de zéro. Supposons que T 


admette la transformation inverse T 
(T) E =f (t, xa... xX), T= t 


valable dans l’espace tout entier. Admettons en plus que 
la transformation T> appliquée à un systéme quelconque 


d'équations différentielles linéaires et homogènes à coeffi- 
cients constants 


n 
ve We 
j=1 


conduise à un système linéaire du même genre. 


Ceci étant supposé nous affirmons que la transformation 
T est de la forme 


Demonstration: Désignons par A la famille de tous les 
systèmes linéaires, homogènes à coefficients constants. 
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Nous dirons qu'une transformation T possède la pro- 
priété P lorsqu'elle transforme la famille A en une famille 
partielle de À. 


Posons Fy. (0;...0) =y,,. La matrice ||, || n'étant pas 


singulière elle admet une matrice inverse || f,, ||. Envisageons 
Ja transformation linéaire L 
n 
(L) x NP rt, peed at (i= 1,... n) 
k= 


et la transformation composée W = L. T 
(Ux SS E E, e a E 
s =1 


On vérifie facilement, que 

(1) H,, (0,...,0) = 6, 

où 6,,=1 et 6,—=90 pour ik (i=1,...n,k=1,..., Nn). 
Nous démontrerons dans la suite que les fonctions 


H' (z,5,,... n) ainsi définies sont de la forme 


(+) H qE.. E) —"e" E 


ek 
Il en résultera notre théorème, puisque T = L ”. W. 
Nous passons donc à la démonstration de la formule (+). 


La transformation W =T. Lẹ possède évidemment 
la propriété P. La transformation W` appliquée à un sy- 
stème quelconque 


(R,) X=) a +, (i = bop) 


de la classe A conduit à un système d'équations diftéren- 
tielles 


(R) = = )» A; 3 == An) 
j=1 
Une intégrale quelconque £, = &, (t) de (R,) passe par 
l'intermédiaire de W en une intégrale x, — x.(t) de (R,). 
On aura par suite l'égalité 
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/ 


(2) x, =H, (t,£... E+ 2 HRC Ah Re à LS 
valable le long de cette intégrale. En remplacant respective- 


n 
ment xX; par 2 a;,Xj'et $, par à A; j nous aurons 
ET. À JP, 


By È ayxs=Hi (by Dt 2 Hé. Fy) An Ë 


En remptacant dans les dernières égalités x, par H' (t, Se, A) 
nous obtiendrons l'égalité 


(4) | 
È ay Ht by. E) = HE... StS Ay EE Au 
valable le long de toutes les entégrales de (R,). Par chaque 
point de l’espace (f,£,,.:. £) passe une intégrale de ce système 
et par suite les relations (4) sont valables dans l’espace 
tout entier. A chaque matrice | a,,|| correspond donc une 
matrice constante | A,, || vérifiant partout l'identité (4). À une 


matrice quelconque b; correspondra d'une façon analogue 
une matrice B, telle que 


Z b H, by... E)=H, (8... E) + 2 Hi. é,... &) By & 
On aura donc 

5 (a,— b,) H (t, Ep... Je > HE ae EN AE But 

j=1 »t=1 

et par suite 


(5) >” c,, H! (t, PONS) 5 H. (E. §,) Cu Gi=1,...n) 
j=) lef =1 


où ¢,=a,,—b,, Cu— Au — By  (Kk,li,j, =1,...n) 


ij? 


A chaque matrice || c;, || correspond donc une matrice || C,, | 
satisfaisant aux identités (5). 
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Pour c;; = ô; (j= 1,...n) nous aurons d'après (5) 


(6) ER SES NIE ADART 
kl=1 
et pour $ =... =é, =0 nous obtiendrons 
(7) H' (t, 0,... 0) =0 ER.) 
Posons dans les relations (5) t = §, =... =, = 0,5, +0. 


Nous aurons 
> c H’ (0,6; 0)... 0) => Hi (0, £,,0,...0) Cy §, 
et par suite d’après (7) 
S c| H (0,£,0,...0)—H'(0,... 0) n= > Hi (0,8,,0,..-0) Cu, 


j=1 A 
> eH, COESO OD) Fa > H. (0, 4,, 0,... 0) CE, 
= 


où 0< D, < l. 


Dans le cas où $, +0 nous aurons 
(8) > cy Hi, (ea Q= 2H, (0, §,,0,... 0) Cy, 


Les fonctions Hi, (t, 5,,... &,) étant continues nous obtien drons 
en passant à la limite £ —0, les relations 


Z Gi H} (0,...0)= 2H, (0,...0)C,, (G=1,..n) 


En posant t= 8, =... = Epa = Epp --.=$, = 0, E, = 0 nous 
obtiendrons d’une façon analogue 


dc Hz, (0,...0)= 5 Hi, (0,...0) C,, (ip=1,...) 
j=1 k=1 
ce qui exprime que 


>, Ci; Ô jp ay Oix Cy, (re LM n) 
j=1 =] 


18° 
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c'est-à-dire 
(9) Cip = Cip. 


En raison de (9) et (6) nous aurons pour c, =s; et c,,=0 
{i + j) les identités 


,H' Œ én E) = S Hi (t Eneo En) Seb 
K=1 
d'où il vient que pour tous les s, on aura 
B54 Hig Ge... Bn) fe — du H" CHEMIN TES 
i=) 


et par conséquent 


Heb. €) te — 0, H (8.6) =0 


d’ou 
(10) H,, (4,6, §,)§=0 pour i+k 
(11) H, -(t, Sexe HSE (GET een) 


.En s'appuyant sur (10) on conclut que H' (f,¢,,...6,) ne dé- 
pend que de deux variables ¢ et $. c’est-à-dire 


(12) H(t, £,,...£,) =G (t, E) (i= p27) 
d'où, en vertu de (11), on aura pour ¢, +0 
| G (t,é, 
G; (t, &) = G hi An) 


3 
En considérant £ comme un paramètre on voit que la 
fonction G vérifie lľéquation linéaire 


VER 
CIN TES 
on aura donc 
G'tE)=G'(Ë)e" =a) x À o (6) È, 


(13) G'(t, £) =a, (6) §,. 
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De la continuité de H’ t,£,...,Ë) et de relations (12 et) 
(13) il s'ensuit que l’on aura partout 


(14) H't, ë... E)=o, (HE. 


. H, (t,§,...€,) étant continue la dérivée w, (t) existe et elle 
est continue. D’après (1) on aura 


H, (0,...0)=1 
d’où, en vertu de la relation (14), il vient que 
w (0)= 1. 
En posant a; = ô; et H' (a .... E) =o, (t); dans la relation 
(4) on obtiendra 


H' (t, RES. à (Pee he EYES H. (6, En) Ar Si 


Ik=1 


o (=o) + ol Ags G@=1,...n) 
1=1 


On aura donc pour §, = 6; AE n) 
w; (t)= œ; ( (1 — À) (i= 1,... n) 

En posant o; = 1 — A; on aura | 
w; (t) = o, (0) e” ee ee 


d'où il résulte que 

w; (t) = w; (0) e” C=." sn) 
c'est-à-dire 
(15) w, (t) = e” (i=1,... n) 
En s'appuyant sur (5), (9) et (15) on voit que 


S c H! (t, ép E) = D Hey (Eby E) cut 


j=1 7 


dey w, (t) È, =y « w, (t) ca, Gen) 
> c$; lo, See ae og 
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d'où il résulte que 


w; (t) = o (8) @j=1,...7) 
c'est-à-dire 5 


oj eae ot 
Ce —e 
et par suite 


H'(t,&,...,) 


t 
e ¢. 


(i=1,...n) 
ce qui termine la démonstration de la formule (+). 


COMPTES — RENDUS 
DE LA SOCIÈTÉ POLONAISE DE MATHÉMATIQUE. 
1. X. 1949 — 1. VIL 1950. 


Etat de la Société. 


L'état du Bureau Central de la Société ainsi que les états 
des Bureaux des Sections de Cracovie, Gdansk, Lublin, 
Poznan et Varsovie étant les mêmes que dans la période 
précédente (voir Annales de la Societé Polonaise de Mathé- 
matique XXII, 1950, p. 273—275) nous nous bornons à publier 
l'état actuel de la Section de Wroclaw. 


Section de Wroclaw. 


Président de la Section: Prof. Dr. Wladyslaw Slebo- 
dzinski. 

Vice-Président de la Section: Prof. Dr. Edward Mar- 
czewski. 

Secrétaire de la Section: Mgr. Abraham Götz. 

Trésorier de la Section: Dr: Maria Nosarzewska. 

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr. Bronislaw 
Knaster. 

Commision de Contrôle: Prof. Dr. Jerzy Stupecki, Prof. 
Dr. Hugo Steinhaus, Prof. Dr. Witold Wolibner. 

Délégués a l'Assemblée Générale de la Société: Prot. Dr. 
Bronislaw Knaster, Prof. Dr. Edward Marczews ki, 
Prof. Dr. Jan Mikusinski, Mgr. Marceli Stark. 

Suppléants des Délégués: Prof. Dr. Hugo Steinhaus, 
Prof. Dr. Wladyslaw Slebodzinski, Dr. Stanisław 

Hartman, Prof. Dr. Jerzy Stupecki. 


Chagements dans la liste des Membres de la Société. 

Signes: (C) = Cracovie, (Gd) = Gdansk, (Lu) = Lublin, 
(L) = Łódż, (P) = Poznan, (V) = Varsovie, (Wr) = Wro- 
claw. 
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(P) 
(P) 


(V) 
(V) 


(V) 
(C) 
(V) 


(Wr) 
(Wr) 
(Wr) 
(V) 


(V) 
(C) 
(C) 
(C) 
(Lu) 


(Wr) 


(P) 


d 
Liste des Membres nouveaux de la Société. 


Albrycht, Jerzy, Mgr., Poznań, Jackowskiego 13/6. 
Belina-Borzym, Arkadiusz, Mgr., Poznań, Szwajcar- 
ska 17. 

Berezowska, Maria, Mgr., Warszawa, Madalińskiego. 
Bernstein, Felix, Prof. Dr., Roma, Istituto di Statistica 
della Universita di Roma, Via della Terme 10. 
Chniałkowski, Zygmunt, Milanówek pod Warszawa. 
Czarlinski, Tadeusz, Mgr., Kraków, Grottgera 30 m. 3. 
Einfeld, Maria, Mgr., Warszawa, Państwowy Instytut 
Matematyczny, Śniadeckich 8. 

Fast, Henryk, Wrocław, Barlickiego 24, m. 9. 

Gładysz, Stanislaw, Mgr., Wroclaw, Traugutta 89, m. 9. 
Gotz, Abraham, Mgr., Wroclaw, Oleśnicka 7, m. 3. 
Hampel, Roman, Mgr., Anin pod Warszawą, Grun- 
waldzka 25. 

Jaworowski, Jan, Warszawa, Dom Akademicki, pl. Na- 
rutowicza. 

Litwiniszyn, Jerzy, Dr., Kraków, Długa 6. 


` Mikołajska, Zofia, Mgr., Kraków, Lotnicza 30. 


Ottenbreit, Wanda, Mgr., Kraków, Świerczewskiego 1. 
Radziszewski, Konstanty, Mgr., Lublin, Skłodowskiej 
nr 18, m. 9. 

Skrzywan, Wacław, Prof. Dr., Wroctaw 9, Krzywic- 
kiego 11. 


Changements dans la liste du volume XXII. 


Ajdukiewicz, Kazimierz, Prof. Dr., Poznan, Sniadec- 
kich 60. 


(Wr) Birnbaum, Zygmunt, Dr., Seattle 5 (Wash. U.S. A.). 


(L) 
(Lu) 
(C) 
(V) 
(Wr) 


University of Washington, Department of Mathema- 
tics. 

Charzynski, Zygmunt, Dr., Łódź, Sanocka 34, m. 96. 
Dobrzycki, Stanislaw, Mgr., Lublin, Plac Stalina 5. 
Fijol, Kazimierz, Krakow, Traugutta 15, m. 2. 
Grzegorczyk, Andrzej, Dr., Warszawa, Dantyszka 6. 
Helson, Henry, Cambridge 38 (Mass. U. S. A., 
13 Channey Street. 


Janowski, Witold, Dr., Łódź, Narutowicza 41, m. 5. 
Karaśkiewicz, Edmund, Dr., Poznań, Marcelińska 32a. 
Krzyżański, Mirosław, Prof. Dr., Kraków, Złoty Róg 2. 
Leżański, Tadeusz, Mgr., Warszawa, Państwowy Insty- 
tut Matematyczny, Sniadeckich 8. 

Mazur, Stanisław, Prof. Dr., Warszawa, Raszyńska 
nr 32/44, m. 39. 

Otto, Edward, Prof. Dr., Warszawa, Lwowska 7. 
Pawelski, Wacław, Dr., Gdansk-Siedlice, Zagrodowa 7, 
m. 6. 

Poprużenko, Jerzy, Prof. Dr., Łódź, Żeromskiego 17, 
m. 28. 

Rajewski, Marian, Dr., Warszawa, Polskie Radio. 
Rasiowa, Helena, Dr., Warszawa, Uniwersytecka 1. 
Szmuszkowicz, Hanna, Dr., Łódź, Daszyńskiego 17, 
m. 19. 

Tatarkiewicz, Krzysztof, Dr., Kraków, Lenartowicza 
nr 18, m. 4. 

Turska, Olga, Mgr., Warszawa, Konopczyńskiego 5/7. 
Turski, Stanisław, Prof. Dr., Warszawa, Konopczyn- 
skiego 5/7. 

Urbański, Włodzimierz, Prof. Dr., Lublin, Hipoteczna 2. 
Warmus. Mieczysław, Dr., Wrocław-Ksieże, Katowicka 
nr 58, m. 1. 

Wrona, Włodzimierz, Doc. Dr., Kraków, Gramatyka 7. 
Zakrocki, Stanisław, Kraków, Smoleńska 21. 

Zeidler, Franciszek, Dr., Poznań, Stary Rynek 95-96. 


Rayé de la liste des membres. 


Wegrzynowicz, Leopold. 


Comptes Rendus des Séances des Sections. 


Section de Cracovie. 


18. X. 1949. Krzyżański, M.: Sur la solution élémentaire 


de l'équation de la chaleur. Rendiconti dell’ Acad. 
Nazion dei Lincei, 1950. 


25. X. 1949. Séance tenue à loccasion du mois de l'amitié 


polono -soviétique avec les conférences sur 


28- 


8. XI. 1949. 


9 XI. 1949. 


15. XI. 1949. 


22. XI. 1949. 


29. XI. 1949. 


6. XII. 1949. 


13. XII. 1949. 


10. I. 1950. 


„ľOeuvre des mathématiciens soviétiques” pro 
noncées par: 

Leja, F.: Fonctions analytiques, 

Goltab, S.: Géométrie, 

Wazewski, T.: Equations différentielles, 
Leitner, R: Didactique des mathématiques 
Litwiniszyn, J: A certain boundary pra- 
blem of vibrating string (a paraitre dans les 
Archives de Mécanique Appliquée, t. 2, fasc. 2). 
Wekua, I. N.: Quelques problèmes de la théo- 
rie des équations aux dérivées partielles du type 
elliptique. 

L’auteur a parlé de quelques résultats publiés dans son 
livre: Nowyje metodv rieszenia elipticzeskich urawnienij, 
Moskwa, 1950 (Nouvelles méthodes de solution des équa- 
tions du type elliptique). 


Leja, F.: Sur le prob'ème des coefficients des 
fonctions analytiques univalentes dans le cercle 
Ann. Soc. Pol. Math., t. XXIII (1950), p. 69—78. 
Wrona, W.: On multivectors in the Rie- 
mannian space, (à paraître dans le Casopis pro 
pěstování matematiky a fysiky). 

Ziemnicki, J.: Sur quelques applications de 
l'équation de la chaleur dans la technique de 
moteurs termiques à piston. 

Cech, E.: Affinités et homographies tangen- 
tes à une correspordance entre deux espaces 
linéaires. Application au problème de la classi- 
fication affine et projective de telles- correspon- 
dances. Un exposé complet sera publié dans 
une serie de Mémoires au Casopis pro pésto- 
vání matematiky a fys‘ky. 

Leitner, R.: Sur une propriété des ensembles 
de diamètre transfini nul. Ann. Soc. Pol. Math., 
t. X XIII. 

Wazewski, T.: Une généralisation de la no- 
tion du contingent et son rapport à un théo- 
réme sur les accroissements finis. Bull. Int. de 


17. I. 1950. 


7. IT. 1950. 


21. II. 1950. 
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l’Ac. Pol. des Sciences et des Lettres, séance 
du 5. XII. 1949, 

Szarski, J: Sur les systèmes majorants 
d'équations différentielles. Ann. Soc. Pol. Math. 
t. XXIII. 

Htawiczka, S: The unity of the notion of 
the number, addition and multiplication based 
on the relational arithmetic. 


In the relational arithmetic-based on the notion (due to 
Newton) of the number as a relation between two quanti- 
ties of the same kind the operations of addition and multi- 
plication are defined in the following way: 


p+r#]Ql-pQlrQ=sQ 
p:r%lQl.p 1rQ=sQ 


wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two 
relations. 
These definitions are valid for all kinds of numbers, as 
integ2rs, retional, relative, real and complex numbers. 
There exists in the relational arithmetic also a unique 
definition of a power: 
pitt rp. 


Leja, F: Sur le problème de Dirichlet dans le 
cas des données frontières discontinues n'ad- 
mettant que deux valeurs différentes. 


Soit F la frontière d’un domaine plan, borné D simple- 
mant connexe, ®(z) uns fonction réelle définie sur F 
n’admettant que deux valeurs différentes À et B et gtn) un 
système de n + 1 points différents quelconques ¢ 9, jse- 
Èn situes sur F. 

Désignons par LY/(z,£%)) le polynome du degré n égal 
a I au point z=¢, et à 0 en d'autres points du système 


j 
gcn) eM par Ur ter (z, EoD, où m et n=}, 2..., la somme 


n 
Det, AUDE S) | LU) (z, En) | PE) nim 
j=0 


se réduisant a e” ""™ aux points du système C%. Désig- 
nons encore par Um,n (z) la borne inférieure de cette 
somme lorsque n étant fixe Île système ri") varie sur F. 
J] est évident que la fonction Um,n (Z) est positive dans 
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28. II. 1950. 


9. V. 1950. 
23. V. 1950. 


30. V. 1950. 


le plan entier et que log u,, , (Z) constitue une approxima- 
n 

tion de la fonction — ¢ (z) sur F. On démontre que: 
m 


1° Il existe dans l'ensemble D+F la limite réitérée 
( 
lim ? lim E log Un , w|) \ (Z) 
m ——œ l n> œLn 

et on a A<u(z)<(z) aux points de F. 

2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D,. 
continue en ceux des points de F en lesquels œ (z) est conti- 
nue et on a u(z)=9@(z) aux points de continuité de o (z). 


Slebodzinski, W.: Sur la géométrie textile 
et les connexions affines (a paraitre dans les 
Prace Matematyczno-Fizyczne). 
Wazewski, T.: Remarques relatives au voyage 
scientifique en Tchécoslovaquie. 
Slupecki, J.: Logique et l'enseignement des 


mathématiques. 
Le ja, F: Une méthode nouvelle de résolution 
du problème de Dirichlet dans le plan. 

Soit F la frontière d’un domaine plan quelconque D con- 
tenant le point à l'infini dans son intérieur, @(z) une fonction 
réelle définie et continue sur F, 4 l'ensemble ouvert (supposé 
non vide) complémentaire à D+F et EC) un système de po- 
ints différents quelconques situés sur F. 

_Désignons par y (ét) le produit de toutes les distances 
mutuelles des points Cp, 1... n» Par À un paramètre réel et 
par V, (ie )) le produit 


n 
V(EM).e—™ 2 plé j) 


Lorsque le système En) varie sur F le produit A (AU) reste 
borné et atteint un maximum V,,. Soit 


(1) PAU EETA h 


un système de n + 1 points de F (dépendant de À) en 


lequel V, (x) = V aœ Formons la somme 


(n) 
(2) FASA T 5 | LOX, x)| emey) 

j=0 
où LY (z, xO), j=0, 1,... n, désigne le polynome de Lagrange 
du degré n égal a l au points LE et à 0 en d’autres 
points du systéme (1). 


6. VI. 1950. 


7. VI. 1950. 


I. we. 1949. 


21. X. 1949. 


22. I. 1950. 
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Il est clair que la somme (2) est positive dans le plan 
entier et quelle se réduit a eM?) aux points du systeme 
(1) donc la fonction 


(3) fa (Z, 3) = + log Vr eat Tet. 


se réduit à œ (z) aux points (1) et constitue une approxi- 
mation de la fonction frontière œ (z) sur F. Observons 
encore que l'ensemble À est une somme finie ou dénom- 
brable des domaines simplement connexes disjoints et que 
la frontière de À est contenue dans F. On peut démon- 


trer que: 
1° Dans l'ensemble A + F il existe la limite réitérée 


lim f lim f, (z, 4) | } = D (z) 


| 1—0 | n> œ 
y satisfaisant à PAn N m< et ye <M, ou met M sont 
les bornes de y(z) sur F. 

2° La fonction ®(z) est harmonique dans A, continue 
dans A+ F et égale a ọ (z) sur F. 

Cette méthode de résolution du probleme de Dirichlet 
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor- 
nés quelconques peut être étendue a des domaines multi- 
plement connexes. 

Discussion publique sur le sujet: Pourquoi la con- 
naissance des mathématiques supérieures est 
nécessaire pour enseigner les mathématiques 
élémentaires. 

Egervary, J.: Sur le problème des trois corps. 
Une partie de ces résultats est contenue dans 
le travail: Sur une nouvelle solution particulière 
du problème des trois corps. (Commentarii 
Math. Helvetici, t. 24, fasc. 1). 


Section de Gdansk. 


Turski, St.: Sur les résultats acquis par les 
mathématiciens soviétiques. 
Naleszkiewicz, J.: Sur les méthodes de- 
relaxation dans les mathématiques appliquées. 
Gotab, St.: Sur une généralisation des équa- 
tions de Bonnet-Kowalewski dans l’espace à plu- 
sieurs dimensions. 


1. J. 1950. Peczalski, M.: Sur la rationalisation des- 


mathématiques. 
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2. VII. 1948. 


19. XI. 1948 
3. XII. 1948 
22. XIL 1948 
21. J. 1949 


21. I. 1949 


11. II. 1949. 
18. HI. 1949. 
18. HI. 1949. 


26. III. 1949. 


14. V. 1949. 


14. V. 1949. 


1. X. 1949. 


18. XI. 1949. 


Section de Lublin 


Biernacki. M.: Sur une inégalite. 
Ryll-Nardzewski, C.: Sur quelques pro- 
priétés des corps convexes. 

Biernacki, M: Sur les fonctions faiblement 
p-valentes. 

Bielecki, A.: Sur la définition des fonctions 
trigonometriques à laide des intégrales. 
Biernacki, M: Sur quelques propriétés des 
ovales. 

Biernacki, M.: Differentialgeometrie de Rothe 
(compte rendu bibliographique). 
Ryll-Nardzewski, C.: Sur un théorème 
de M. Ważewski. 

Bielecki, A.: Sur la couverture du plan par 
des segments. 

Biernacki, M.: Blaschke: Differentialgeo- 
metrie (compte rendu bibliographique). 
Krzyzanski, M.: Sur les méthodes de re- 
cherche des intégrales des équations linéaires 
du type elliptique discontinues sur le bord du 
domaine d existence. 

Leja, F: Sur une méthode d'approximation 
des fonctions. 

Leja, F: Une démonstration nouvelle d'un 
théorème de la théorie des séries. 
Biernacki, M.: Les principaux résultats obte- 
nus par les mathématiciens de ľU. R.S.S. 


Le conférencier a exposé les résultats obtenus par le 
mathématiciens de lU. R.S. S. dans différents domaines, en 
particulier dans la théorie des fonctions d'une variable 
réelle, des fonctions analytiques, de la théorie des ensem- 
bles, du calcul des probabilités et de Ja théorie des 
nombres. 


Krzyz, J.: Sur une inversion du théorème de 
la moyenne (à paraître dans les Annales Univ. 


- M. Curie-Sklodowska, Lublin, vol. IV, 1950). 


22. XI. 1949 


13. 1. 1950. 


20. I. 1950. 
18. II. 1950. 


3. VI. 1950. 


10. VI. 1950. 


23. VI. 1950. 


5. XI. 1949. 
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Biernacki, M.: Sur quelques inégalités (à pa- 
raître dans les Annales Univ. M. Curie-Skło- 
dowska, Lublin, vol. IV, 1950). 

Jakóbczyk, F: Les fractions périodiques 
dans différents systèmes de numération (à pa- 
raître dans les Annales Univ. M. Curie-Skło- 
dowska, Lublin, vol. V). 

Alexiewicz, A.: Sur les vecteurs-fonctions. 
Leja, F.: Sur les coefficients des fonctions 
analytiques univalentes dans le cercle. 
Wrona, W.: Sur une classification des espa- 
ces de Riemann. 

Le conférencier a indiqué une classification possible des 
espaces de Riemann, fondée sur les propriétés de la cour- 
bure scalaire d'une m-direction et des multivecteurs princi- 
paux en un point d'un espace de Riemann; ces propriétés 
ont fait l’objet de plusieurs publications antérieures du confé- 
rencier. 


Krzyzanski, M.: Sur un procès stochastique 
continu en relation avec l'équation de la cha- 
leur (à paraître aux Rendiconti dell Accad. Na- 
zionale dei Lincei). 

Tatarkiewicz, K.: Sur la convexité des 
sphères dans l'espace de Banach et sur la 
meilleure approximation (à paraître aux Ann. 
Soc. Pol. Math., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris 
227). 


Section de Łódź. 


Séance tenuc a {occasion du mois de l’amitié 
polono-soviétique avec les conférences sur l'Oeu- 
vre des mathématiciens sovietiques prononcées 
par: 

Krysicki, W.: Calcul de probabilité et la sta- 
tistique mathématique. 

Popruzenko, J.: Théorie analytique des 
nombres, théorie des ensembles et topologie. 
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28. XI. 1949. 


Charzynski, Z.: Analyse fonctionnelle. 
Janowski, W.: Théorie des fonctions analy- 
tiques. 

Charzynski, Z. et Janowski, W.: Sur 
l'équation générale des fonctions extrémales 
dans la famille des fonctions univalentes bar- 


nées (à paraître dans les Ann. Univ. M. Curie- 
Skłodowska vol. IV). 


Soit f(z) la fonction holomorphe univalente dans le 
cercle |z| <1 de la forme 


(1) f(z)=a,z+..., où a, > 0 
pour laquelle 

(2) lf(z)| <1. 
Considerons la famille 

(3) F 


de toutes les fonctions de la forme (1) assujetties a la 
condition (2) et la famille 


(4) Fr 
de toutes les fonctions appartenant à la famille (3), pour 
lesquelles 

apm O00) as oh. 


Les auteurs donnent la généralisation des équations pour 
les fonctions extrémales obtenues par Z. Charzynski *). 


Le résultat essentiel est compris dans le théoreme sui- 
vant: Etant donnée une fonctionnelle réelle 


(5) K (F) 

définie dans la famille (3), différenciable en chaque point 
de la famille (4), dont la différentielle ne s’annule identi- 
quement dans aucun point de la famille (4), chaque fonc- 


tion extrémale (c. à. d. pour laquelle la fonctionnelle (5) 
atteint son maximum dans la famille (4)): 


(6) w = f = f? (z), 


appartenant à la famille (4) remplit les conditions sui- 
vantes: 


*) Z. Charzyński: „Sur les fonctions extrémales dans les familles 
de fonctions univalentes” à paraitre. 
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]. Il existe sur la circonference 
(7) |z| =1 
un arc ouvert 
(8) C 


tel, que.la fonction (6) reste analytique sur cet arc et le 
transforme en un arc 


(9) D 
du cercle 
(10) Core 
II. On a pour chaque point z de C l'équation: 
E f*’ (z) 
f° (z) 


(11) | M [F (2)] = R (2) 


où 


aD mp |e (Pe i) |] + Be HG), wr 


ad Ræ =D |r (et) e o]ren o-a 


W (w, À) = w sat at 
(14) D? (h) = L* (h) — i L* (hi) 
| D* (h) = L* (h) + i L* (hi) 


L* (h) — la différentielle de la fonctionnelle (5) au point (6) 


P* = Minim IL [E (+), el + Dt [E (FO, e] 
O0<Ky<2 | 


En même temps ¢ désigne la variable apparente de l’opé- 
ration pour la distinguer de z, qui joue le rôle de para- 
metre. 

III. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfé- 
rence (10), respectivement (7) les valeurs réelles non néga- 
tives. 

IV. Le premier coefficient du developpement de toute 
fonction extrémale (6) est égal à T. 

Il en résulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs 
applications. 

Corollaire 1. Si les propositions: 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 19 
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16. I. 1950. 


25. X. 1949. 


25. X. 1949. 


1° Il existe un domaine 
(15) E 
compris dans le cercle |z|< 1, dont la frontiere contient 
un arc 


Oa Où 


tel, qu'aucun point de cet arc n'est pas un point d’accumu- 
lation des points essentiels du complémentaire du domaine 
(15). 
2° On peut étendre la différentielle de la fonctionnelle (5) 
à la famille linéaire G de toutes les fonctions méromorphes 
dans le cercle |z| < 1 qui ont des pôles tout au plus dans 
le domaine (15) 
sont verifiées, alors l’équation (11) a lieu pour chaque zeE. 
Corollaire II. Si les propositions: 


1° Il existe un domaine fixe 
(16) E* 


compris dans le cercle |z| << 1, dont la frontière contient 
la circonférence (7) et les points qui sont des points d’accu- 
mulation des points essentiels du complémentaire forment 
sur cette circonférence un ensemble non dense. 

2° La différentielle de la fonctionnelle (5) prise au point 
quelconque de la famille (4) s'étend à la famille linéaire G* 
de toutes fonctions méromorphes dans le cercle |z| < 1 
dont les pôles sont situés tout au plus dans le domaine 
(16) 
sont verifiées, alors l’equation (11) peut être établie pour 
chaque z € E*. 


Popruzenko, J.: Sur une méthode d'intégra- 
tion des expressions irrationnelles du 2° degre. 

En s'appuyant sur la notion du polynome pair et im- 
pair, l’auteur a introduit un système des transformations 
qui nous permettent de présenter les irrationalité sous une 


forme rationnelle plus simple que celle que l’on obtient en 
appliquant les formules connues de l'Analyse classique. 


Section de Poznañ. 


Orlicz, W.: Sur les relations scientifiques 
polono-soviétiques. | 
Alexiewicz, A.: Les mathématiques dans 
[Union Soviétique. 


8. XI. 1949. 


8. XI. 1949. 


2. XII. 1949. 


13. I. 1950. 
31. HI. 1950. 


31. IIT. 1950. 


25. IV. 1950. 


5. V. 1950. 


19. V. 1950. 


6. VI. 1950. 


17. VI. 1950. 


22. VI. 1950. 


28. X. 1949. 
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Butlewski, Z.: Compte rendu du Congrès 
des mathématiciens polonais et tchécoslovaques 
à Prague (28 août — 4 septembre 1949). 
Alexiewicz, A: Application of vector- 
valued functions to a differential equation. 
Biernacki, M.: On some inequalities. 
JeSmanowicz, L.: On the Cesaro means, 
Albrycht, J.: The rule of l'Hospital for 
vector-valued functions (à paraître dans Collo- 
quium Mathematicum). 

Alexiewicz, A. et Orlicz, W.: Analytic 
vector-va'ued functions of a real variable (a pa- 
raitre dans les Studia Mathematica). 
Gruzewski, A: The method of sequential 
analysis in mathematical statistics. 
Alexiewicz, A.: Vector-valued functions of 
bounded variation (à paraître dans les Studia 
Mathematica). 

Alexiewicz, A. et Orlicz, W.: Riemann 
integration of vector-valued functions (à paraître 
dans les Studia Mathematica). 
Ryll-Nardzewski, C.: The equipartition 
of sequences. 

Wazewski. T.: On the notion of asymptotic 
coencidency of integrals of differential equa- 
tions. 

Marczewski, E: On the ergodic theorems 


Section de Varsovie. 


Séance tenue à l'occasion du mois de l'amitié 
po'ono - soviétique avec les conférences sur 
l'Oeuvre des mathématiciens soviétiques, pro- 
noncées par: 

Kuratowski, K.: Introduction générale, 
Sierpinski, W.: Théorie des ensembles et 
fonctions réelles, 

Mazur, S.: Analyse fonctionnelle, 


19° 
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25. XI. 1949. 


25. XI. 1949, 
2. XII. 1949. 
2. XII. 1949. 
9. XII. 1949. 


15211950. 


20. I. 


20. I. 1950. 


27. J. 1950. 


3. II. 1950. 


17. HI. 1950. 


14. IV. 1950. 


28. IV. 1950. 


5. V. 1950. 
12. V. 1950. 


1950. 


Borsuk, K.: Topologie, 

Zarankiewicz, K.: Théorie des nombres. 
Jaskowski, S.: Sur une généralisation du 
théorème de Sturm dans la méthode de Tarski 
d'une décision dans l'algèbre. 

Jaskowski, S.: Sur l'interprétation des propo- 
sitions catégoriques dans le calcul des prédicats. 
Mostowski, A.: Sur la notion du produit 
dans la théorie de la décision. 

Rasiowa, H.: Sur une axiomatique du calcul 
des propositions. 

Sikorski, R.: On an analogy between mea- 
sures and homomorphismus (ces Annales, p. ). 
Altman, M.: Sur les bases dans l'espace de 
Hilbert. 

Rasiowa, H. et Sikorski, R: A proof of 
the complzteness theorem of Gödel (à paraître 
dans les Fundamenta Mathematicae 37 (1950)). 
Sikorski, R: Topology in Boolean algebras 
(Fundamenta Mathematicae 36 (1949), p. 165—2035). 
Sikorski, R: The integral in a Boolean 
algebra (Colloquium Mathematicum 2 (1949), 
p. 20—26). 

Altman, M.: Sur la multiplication des séries 
abstraites. 

Zarankiewicz, K.: Sur le théorème des 
quatre d maines (après cette communication on 
a montré le film du Congres des Mathémati- 
ciens Polonais et Tchécoslovaques à Prague). 
Sikorski, R.: On some topological spaces of 
high potency (à paraître dans les Fundamenta 
Mathematicae 37 (1950)). 

Neyman, J: Sur un théorème d'existence lié 
avec le probléme de la vérification des hypo- 
thèses composées. 

Altman, M: Les anneaux B,. 

Suszko, R: L'étude des fondements de ma- 
thématiques dans l'Union Soviétique. 


11. 


25. 


~ pS 


X. 1949, 


X. 1949. 


X. 1950. 


. XL 


XI. 


XI. 


XI. 


. 1950. 


11050 


. 1950. 


. 1950. 


. 1950. 


. 1950. 


. 1949. 
. 1949, 


1949. 


1949. 


1949. 


1949, 
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Los, Jet Ryll-Nardzewski, C.: L’axio- 
me du choix et l'existence de mesures deuxva- 
lentes dans l'algèbre de Boole. 

Sierpinski, W.: Compte rendu du voyage 
scientifique en Italie. 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur une généralisa- 
tion du théorème ergodique. 

Sikorski, R.: Sur une démonstration du théo- 
rème de Tychonoff-Cech. 

Sierpinski, W.: Sur les nombres de la for- 
me 2" (à paraître dans les Ann. Soc. Pol. 
Math.). 

Marczewski, E.: Sur quelques applications 
du théorème ergodique. 


Section de Wroclaw *) 
Los, J.: Sur les fondements de la probabilité. 
Steinhaus, H.: La Section de Wroclaw de 
la Société Polonaise de Mathématique depuis le 
20 octobre 1945 jusqu'au 21 octobre 1949. 
Slebodzinski, W.: Sur les variétés à con- 
nexion semi-symétrique. 
Marczewski, E.: Sur les fonctions équiva- 
lentes. 
Hartman, S.: Sur une méthode d'estimation 
des sommes de Weyl pour les fonctions pério- 
diques et presque périodiques. 
Stark, M.: La théorie des nombres en 
U. R.S.S. 
Wolibner, W.: Sur un polynome d'interpo- 
lation. 
Mikusinski, J: Sur la notion de dérivée 
dans l'anneau algébrique. 
Finkielstejn, L.: Sur une propriété du pro- 
duit de composition. 


7) Les résumés et les notices bibliographiques concernant les communi- 
cations présentées dans les séances de la Section de Wrocław vont pa- 
raitre dans Je Colloquium Mathematicum II. 
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15. XI. 1949. 


2. XII. 1949. 
2. XII. 1949. 
13. XII. 1949. 


16. XII. 1949. 
16. XII. 1949. 


16. XII. 1949. 


13. I. 1950. 


27. I. 1950. 
24. II. 1950. 


24. II. 1950. 
3. lII. 1950. 
3. HI. 1950. 

10. III. 1950. 


24. III. 1950. 


31. HI. 1950. 
31. IHI. 1950. 


14. IV. 1950. 


Ryll-Nardzewski, C.: Sur un théorème 
d’interpolation dans les espaces linéaires. 
Marczewski, E: Remarques sur la mesure 
et sur la catégorie. 

Łukaszewicz, J.: Sur la structure granulaire 
du sol. 

Cech, E.: Sur un type de transformation de 
l'espace projectif an dimensions. 
Steinhaus, H.: Sur le problème de Hajos. 
Mikusiński, J. et Ryll-Nardzewski, C. 
Sur le produit de composition. 

Hartman, S.: Remarques sur les points 
a coordonnées entières dans les translations 
successives d'un domaine. 

Perkal, J.: Sur les sections transversales des 
troncs d arbres. 

Ingarden, R.: Sur l’espace des couleurs. 
Steinhaus, H.: Une contribution ala nomo- 
graphie. 

Ryll-Nardzewski, C.: Un probléme de 
l'équipartition. 

Wolibner, W.: Sur les mouvements des 
corps friab'es. 

Zieba, A: Un théorème de la théorie de la 
poursuite. 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur le théorème 
ergodique. 

Wolibner, W.: Sur les domaines de l'indé- 
termination des fonctions analytiques aux points 
singuliers. 

Steinhaus, H.: Remarques mathématiques 
au problème de la coajulation du sang. 
Ryll-Nardzewski, C.: Théorème ergodi- 
que sur les fractions continues. 
Marczewski, E: Le centre mathématique 
de Wroctaw. 1945—1959 (rapport pour le Con- 
grès Scientifique de Pologne). 


6. 


6. 


16. VI. 1950. 


. IV. 


. IV. 


. V. 


ME 


. Vv. 


UM. 


| APE SEE 2 


V. 1950. 


V. 1950. 


VI. 


. IV. 1950 


1950. 


1950. 
. IV. 1950 


1950 


1950. 
1950. 


1950. 


. 1950. 


. 1950. 
. 1950. 


. 1950. 


. 1950. 
. 1950. 


1950. 
16. VI. 1950. 
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Slebodzinski, W.: Sur la variété a conne- 
xion homographicue. 

Nowakowski, R.: Sur la productivité laitière 
des vaches. 

Steinhaus, H.: Sur la variation des arcs. 
Marczewski, E.: Sur la translation des en- 
sembles. 
Mostowski, A.: Quelques nouveaux resul- 
tats concernant le problème de la décision. 
Rieger, L.: La représentation du calcul fonc- 
tionnel dans une forme algébrique. 
Marczewski, E.: Sur l'extension non-sépa- 
rable et invariante de la mesure de Lebesgue: 
Hartman, S.: Remarques sur les théorèmes 
asymptotiques concernant les fractions conti- 
nues. 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur un théorème 
de A. Rényi. 

Katétov, M.: Sur les algébres de Boole. 
Knaster, B.: Sur l'ensemble des extrémités 
d'une courbe. 

Mikusinski, J.: Sur les systèmes des équa- 
tions aux dérivées partielles dans les espaces 
abstraits. 

Katétov, M: Sur la dimension de l'espace 
métrique non-séparable. 

Egervary, J.: Sur la réduction symétrique 
du problème de trois corps. 

Alexiewicz, A.: L'intégration dans les espa- 
ces de Banach. 

Steinhaus, H.: Sur l'estimation statistique 
de la valeur. 

Steinhaus, H.: Sur les series de Taylor. 
Wolibner, W.: Sur une condition nécessaire 
et suffisante pour que la fonction analytique 
soit univalente. 

Hartman, S.: Sur les fractions continues. 
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16. VI. 1950. Hartman, S.: Remarques sur la relation gė- 
néralisée de Parceval. 

23. VI. 1950. Moron, Z.: Sur l'allure asymptotique des inté- 
grales des équations aux différences linéaires et 
non-homogènes. 

23. VI. 1950. Mikusinski, J.: Sur l'équation de trans- 
lation. 


Chronique et Publications. 


L'Assemblée Generale et les Conférences des Mathéma- 
ticiens Polonais. 


Le 29 juin 1950 a eu lieu à Varsovie l’Assemblée Géné- 
rale bienna’e de la Société Polonaise de Mathématique. 
L'assemblée a adopté les modifications suivantes du régle- 
ment de la Société: 

1° L'année financière compte du 1 janvier au 31 dé- 
cembre. 

2° Les Assemblées Générales de la Société ont lieu tous 
les deux ans entre le 1° janvier et le 1° mars, après l’expi- 
ration des pouvoirs du Bureau Central de la Société. 

3° Le président de cette section de la Société à laquelle 
appartient le présicent ce la Société est membre du Bureau 
Central de la Société. 

4° Les séances du Bureau Central ne sont valables qu’en 
présence d'au moins 4 membres de ce Bureau. 


Les 14 et 15 juin 1950 a eu lieu à Wroclaw une confé- 
rence consacrée à la statistique organisée par l'Institut 
Mathématique de l’État en collaboration avec la sous-section 
mathématique du Congrès de la Science Polonaise. À cette 
conférence ont participé 30 statisticiens polonais et 3 tchéco- 
slovaques, on y a énoncé 15 communications sur les diffé- 
rents sujets concernant la statistique et ses applications. 
Dans une séance a part, tenue le 15 juin, on a discuté en 
vue d'une préparation au Congres de la Science Po'onaise, 
l’état actuel de la statistique polonaise et les projets de son 
développement dans l'avenir. 
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Le 29 juin 1950 a eu lieu une conférence des mathé- 
maticiens polonais consacrée a la discussion des résultats 
acquis dans les sciences mathématques polonaises, de leur 
état actuel et des projets de leur développement dans ľave- 
nir. À cette conférence, organisée par la sous-section mathé- 
matique du Congrés de la Science Polonaise ont participé 
environ 60 mathématiciens. Apres une discussion basée sur 
une conference du professeur K. Borsuk, discussion 4 la- 
quelle ont pris part plusieurs membres de la réunion, on 
a constaté que bien que les mathématiciens polonais ont 
obtenu ces résultats remarquables dans ce:taines branches 
de mathématiques (théorie des ensembles, analyse fonction- 
nelle, topologie et des sujets analogues), d’autres branches 
(les mathématiques classiques et surtout les applications) 
sont cultivées d'une façon insuffisante en Pologne. Vu des 
besoins croissants de l'Etat et de l’économie nationale les 
mathématiciens polonais rencontreront ces problèmes dont 
la résolution exigera un développement plus grand de l’ana- 
lyse classique et surtout des branches ayant des applica- 
tions directes. 


Les changements personnels aux chaires des mathématiques 
dans les écoles supérieures polonais. 


Dr. Stanislaw Turski professeur de mathématiques 
a l'Ecole Polytechnique de Gdansk a été nommé professeur 
de mathématiques à l'Ecole Polytechnique de Varsovie. 

Doc. Dr. Mirosław Krzyzanski a été nommé pro- 
fesseur de mathématiques à ]’Eco’e Polytecknique de Cra- 
covie. 


Doc. Dr. Andrzej Alexiewicz à été nomme supplé- 
ant de professeur de mathématiques à l'Université de 
Poznan. 


Habilitations. 


Université de Varsovie. Dr. Roman Sikorski. Disser- 
tation: Closure Algebras. Fundamenta Mathematicae 36 
(1949), p. 165--206. 
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Theses de Doctorat. 


Université de Cracovie. Jerzy Gorski. O pewnych 
funkcjach harmonicznych posiadających pewne wlasnosci 
ekstremalne ze względu na dany zbiór (à paraître dans ces 
Annales sous le titre Sur quelques fonctions harmoniques 
jouissant des propriétés extrémales par rapport a un en- 
semble). 


Krzysztof Tatarkiewicz. Uogólniona teoria apro- 
ksymacji (Une généralisation de la théorie de l’approxima- 
tion). Le résumé d’une parte de ce travail a paru sous le 
titre Sur la convexite des sphères et sur l approximation dans 
les espaces lde Banach, Comptes Rendus de l’Ac. des Scien- 
ces, Paris 227. p. 1332—1333. 


Tadeusz Wrobel. Krzywizna geodezyjna i normalna 
oraz torsja geodezyjna w przestrzeniach więcej wymiaro- 
wych (La courbure géodésique et normale ainsi que la tor- 
sion géodesique dans les espaces à plusieurs dimensions). 


Université de Lublin. Witold Janowski. Maximum 
argumentu funkcji różnowartościowych ograniczonych (Le 
maximum de largument des fonctions univalentes bornées, 
à paraître dans les Annales Universitatis M. Curie-Sklo- 
dowska, t. IV). 


Universite de Varsovie. Andrzej Grzegorczyk. 
O przesirzeniach topologicznych bezpunktowych (Sur les 
espaces topo'ogiques dépourvus de points, à paraître dans 
les Fundamenta Mathematicae). 


Helena Rasiowa. Algebraiczne ujęcie rachunkow funk- 
cyjnych Heytinga i Lewis a (Les calculs fonctionnels de 
Heyting et Lewis au point de vte algébrique, a paraitre 
dans les Funcamenta Matkematicae). 


Université de Wroclaw. Mieczysław Warmus. O obli- 
czaniu pol obszarów płaskich siatkami rôwnoleglobocznymi 
(Sur le calcul des aires planes à l’aide d’un réseau de paral- 
lelogrammes, à paraître en polonais dans les Prace Wroclaw- 

iego Towarzystwa Naukowego, serie B, Nr 27). 
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Le Concours Olympique Mathématique. 


Sur une proposition de M. le Ministre de l'Instruction 
Publique S. Skrzeszewski la Société Polonaise de 
Mathématique a organisé un concurs parmi les élèves des 
écoles secondaires appelé Concours Olympique Mathémati- 
que (Olimpiada Matematyczna). On a constitué le Comité 
Central du concours avec prof. dr. Stefan Straszewicz 
comme président et prof. dr. Kazimierz Zarankiewicz 
comme directeur du concours; d’autres membres du Comité 
Ceatral étaient prof. dr. Edward Otto, A. M. Rusiecki, 
mgr. Olga Turska, mgr. Jan Szurek (représentant le 
Ministre de l'Instruction Publique) et M. Antoni K osin- 
ski (représentant Z.A.™.P). On a constitué en outre des 
Comités Régionaux du Concours Olympique à Varsovie (le 
président prof. dr. W. Sierpinski), à Wroclaw (le prési- 
dent prof. dr. W. Slebodzinski), à Cracovie (le prési- 
dent doc. dr. W. Wrona), à Poznañ (le président doc. dr. 
A. Alexiewicz), à Lublin (e président prof. dr. 
M. Biernacki) à Łódź (le président prof. dr. J. Ro- 
linski). 

Les buts du Concours Olympique sont les suivants: 
a) é ever le niveau de l'instruction mathématique des lycéens, 
b) développer l'intérêt pour les sciences mathématiques, 
c) rechercher des individus particulièrement doués et faci- 
liter leur études ultérieures. Voici l'organisation du con- 
cours qui contient trois phases: la I phase du concours 
dure 3 mois, pendant ces 3 mois ‘e Comité Central envoie 
a chaque éco’e secondaire po'onaise tous les mois 4 pro- 
blemes. Les éièves doivent résoudre ces prob'èmes a do- 
micie et déposer les solutions chez leurs profésseurs de 
mathématiques qui les envoient aux Comités Régionaux du 
concours. 


` Les Comités Régionaux examinent les travaux reçus, les 
auteurs des meilleurs parmi ces travaux sont admis à la 
II phase du concours qui consiste en un examen écrit pen- 
dant lequel les élèves doivent résoudre de nouveaux pro- 
blemes. Cet examen est contrôlé et a lieu simultanément 
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dans les 6 villes-sièges des Comités Régionaux. Les travaux 
ces éleves sont envoyés au Comité Central qui convoque 
a Varsovie les auteurs des meilleures solutions dans le but 
de participer à la II] phase du concours qui consiste aussi 
en un examen écrit contrôlé. Le Comité Central examine 
ensuite les travaux de cette phase du concours et décide au 
sujet de l'attribution des prix. 

Ceux qui ont gagné des prix en recoivent des attesta- 
tions; ils ont le droit d’être admis, apres le baccalauréat, 
aux Facultés des Sciences des Universités ou des Ecoles 
Supérieures Pédagogiques et a toutes les Facultés des 
Eco'es Polytechnique; sans d’autre examen que celui de la 
Science au sujet ce la Pologne et du monde conte rporain: 
on leur garantit aussi, sil y a lieu, des bourses de l'État 
pendant leurs études supérieures. 

Les Concours Olympiques Mathématiques auront lieu 
tous les ans. Dans le I Concours Olympique Mathématique 
polonais 8C0 élèves ont participé à la I phase du Concours, 
324 à la II piase et 58 à la III phase. 20 concurrents ont 
reçu des prix. Chacun des gagnants de ces prix a reçu une 
co lection des livres d'enseignement supérieur de mathéma- 
tiques et chaque professeur dun élève gagnant le prix 
a reçu une récompense en argent. 


Grice au I Concours Olympique Mathématique polonais 
on a pu tirer de conclusions précieuses concernant l'enseigne- 
ment dans les écoles secondaires; il y a lieu de considérer 
ce concours comme réussi. 


Mathematiciens Polonais à l'Etranger. 


Prof. Dr. Bronislaw Knaster a séjourné en Tchéco- 
slovaquie (15. Ij. 1950 — 18. III. 1950). Il a fait à Institut 
Matt ématique de l’Académie Tchécoslovaque des Sciences 
et des Arts deux cycles de conférences: 1. Sur les applica- 
tions de la logique mathématique dans les mathématiques, 
2. Sur la théorie topologique des courbes, il a fait aussi des 
conférences sur les mêmes sujets à la Section dudit Insti- 
tut à Brno et à l'Université de Bratislava. 
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Prof. Dr. Jan Mikusinski, invité par l’Académie 
Tchécoslovaque des Sciences et des Arts et par le Mini- 
stère de l'Instruction Publique tchécoslovaque, a séjourné 
en Tchécoslovaquie du 13. I. au 12. IL 1950. Il a fait 
a Prague deux cycles de conférences: 1. Le calcul opératoire 
et ses applications (pour les techniciens), 2. Les fondements 
théoriques du calcul opératoire (pour les mathématiciens). 
Il a fait en outre une conférence à l’Université Masaryk 
à Brno et une autre à l'Ecole Polytechnique de Bratislava. 

Prof. Dr. Wacław Sierpinski, invité par Istituto Na- 
zionale di Alta Matematica était en mai 1950 en Italie. 
Il a fait a Rome une conférence sur les dernières recher- 
ches dans la théorie des ensembles qui était la première 
d'une série des conférences faites par des mathématiciens 
étrangers réunis à l'occasion du jubilé scientifique de M. F. 
Severi. Ensuite M. Sierpinski a fait des conférences 
aux Universités de Catanie, de Palermo et de Messina. Il 
a pris part aussi à une séance de l Accademia Nazionale dei 
Lincei, a laquelle il a présenté une note. 

Prof. Dr. Tadeusz Wazewski, invité par |’ Accadémie 
des Sciences de Tchécoslovaquie a séjourné a Prague, a Bra- 
tislava et a Brno depuis le 31 mars jusqu'au 29 avril 1950. 
Il a fait des cours: 1. Sur les équations différentielles (pour 
les mathématiciens). 2. Sur l’évaluation des intégrales appro- 
chées des équations différentielles (pour les ingénieurs). 

Prof. Dr. Kazimierz Zarankiewicz, invité par l'Uni- 
versité de Harvard (Cambridge, Mass., U. S. A.) a séjourné 
a Harvard 2 mois. Pendant son séjour à U.S.A. il a fait 
des conférences aux universités: University of Syracuse (Sy- 
racuse), University of Chicago (Chicago), Purdue University 
(Lafayette), University of Illinois (Urbana), University of 
Michigan (Ann Arbor), University of Pennsylvania (Phila- 
delphia), University of Virginia (Charlottesville). 


Mathématiciens Etrangers en Pologne. 


Prof. E. Cech de Prague, invité par la Section de Géo- 
metrie de l’Institut Mathématique de l’État (Panstwowy In- 
stytut Matematyczny), a séjourné à Cracovie au mois de 
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décembre 1949 et il a fait une suite de cours sous le 
titre: Géométrie différentielle, projective des corresp cn 
dances entre deux espaces. Pendant son séjour en Pologne 
il a aussi visité Varsovie. | 


Prof. J. Egervary de Budapest a séjourné en Pclogne 
en mai 1950. Il a fait une conférence pendant la séance ce 
la Société Polonaise de Mathématique a Cracovie ainsi que 
deux conférences (à Varsovie et a Wroclaw) pendant les 
séances de l’Institut de Mathématique de l'État (Państwowy 
Instytut Matematyczny). 


Doc. M. Katétov ce Prague a sé‘ourné en Pologne en 
avril et en mai 1950. Il a fait a Varsovie, pencant les 
séances du groupe „Topologie? de l'Institut Mathématique 
de l'État, un cycle de conférences sous le titre: Les espaces 
topologiques généraux. Il a fait en autre un cycle de con- 
férences sur la topologie à Wroclaw, deux conférences ont 
été prononcées pendant les séances de la section de Wro- 
claw de la Société Polonaise de Mathématique et l’une pen- 
' dant une séance du groupe „Fonctions Réelles” de l’Institut 
Mathématique de l’État. 


Prof. J. Splawa-Neuman de Berkeley, invité par 
l’Institut Mathématique de IlÉtat, Société Polonaise ce 
Mathématique et par l'office Central de Statistique, a sé- 
journé en Pologne du 15. IV. 1950 au 6. V. 1950. Il a fait 
un cycle de conférences sur la statistique mathématique et 
a organisé deux séances de discussion sur le sujet ,,le cri- 
tere X? et la théorie de l'appréciation statistique”. Le 
28. 1V. 1950 il a fait une conférence pandant la séance de 
la section de Varsovie de la Société Polonaise de Mathe- 
matique et le 2. V. 1950 il a fait une conférence sous le 
titre: Sur les applications de la statistique mathématique 
aux Sciences médicales pendant la séance de la Société 
Polonaise de Statistique. 


Dr. L. Rieger de Prague a séjourné en Pologne du 
février 1950 au juillet de la même année en collaborant 
avec le groupe „Fondements des Mathématiques” de l'Insti- 
tut Mathématique de l'État à Varsovie. Le 5. V. 1950 il 
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a fait une conférence pendant la séance de la section de 
Wroclaw de la Société Polonaise de Mathématique. 


Doc. V. Plescot de Pragie a pris part à la conférence 
statistique qui a eu lieu à Wrociaw les 14—15. VI. 1950, il 
y a fait deux communications sous les titres: 1° Sur la 
lisibilité des nomozrammes, 2° Les mathématiques appli- 
quées en Tchécoslovaquie. 

Dr. A. Spacek de Prague a pris part à la conférence 
statistique qui a eu lieu à Wroclaw les 14—15. VI. 1950, il 
y a fait deux comnunications sous les titres: 1° Les appli- 
cations de la statistique mathématique aux problèmes indu- 
striels en Tchécoslovaquie, 2° Les solutions minimax des 
fonctions statistiques de la décision. 


Prof. F. Vyéichlo de Prague a pris part à la confé- 
rence statistique qui a lieu 4 Wrocław les 14—15. VI. 1950, 
le 16. VI. 1950 il a séjourné à Varsovie où il a eu des 
discusions avec des mathématiciens polonais sur les princi- 
pes d’une collaboration scientifique ultérieure entre les ma- 
thématiciens polonais et tchécoslovaques. 

Prof. J. N. Wekua de Tiblisi (U. R. S. S.) a séjourné 
en Pologne en novembre 1949. Il a fait une conférence 
à l'Université de Varsovie sur les nouveaux résultats obtenus 
par les mathématiciens soviétiques dans le domaine des 
équations différentielles. Invité par l’Académie Po‘onaise 
des Sciences et des Lettres il a visité le 9. XI. 1950 Craco- 
vie et il a fait une conférence pendant la séance de la 
section de Cracovie de la Société Polonaise de Mathé- 
matique. 


Prix et distinctions scientifiques. 


L'Académie Po'onaise des Sciznces et des Lettres à Cra- 
covie a accordé le prix scientifique annuel (pour I’ an 1950) 
dans le domaine des sciences mathématiques et natureïles 
(Casse II") au prof. H. Steinhaus pour le mémoire: 
Elemeitary Inzqualities befween the Expected Values of 
Current Estimates of Variance, Colloquium Mathematicum 1 
(1948), p. 312—321. 
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Les prix scientifiques annuels, fondés grâce à une sub- 
vention accordée par le Ministère de l'Instruction Publique 
pour les meilleurs travaux mathématiques publiés par les 
membres de la Société Polonaise de Mathématique au cours 
de deux années précédantes ont été accordés pour la cin- 
quieme fois le 29 juin 1950 à M. S. Gotab (le prix de 
Zaremba, pour les travaux: Sur la théorie des objets 
géométriques, Ann. Soc. Pol. Math. XIX (1946), p. 7—35 et 
Sur la théorie des objets géométriques, Ann. Soc. Pol. 
Math. XX (1947), p. 10—27), à M. J. Mikusinski (le 
prix de Banach, pour les travaux Sur les fondements du 
calcul opératoire, Studia Mathematica XI (1949), p. 41—70 
et L'anneau algébrique et ses applications dans l'analyse 
fonctionnelle, Annales Universitatis M. Curie-Sklodowska 
II (1948), p. 1—48 et III (1949), p. 1—84) et à M. R. Si- 
korski (le prix de Mazurkiewicz, pour les tra- 
vaux sur l'algèbre de Boole, à savoir: 1. On the repre- 
sentation of Boolean algebras as fields of sets, Fund. 
Math. 35 (1948), p. 247—256; 2. On a generalization of theo- 
rems of Banach and Cantor-Bernstein, Coll. Math. I, (1948), 
p. 140—144; 3. A theorem on extension of homomorphisms, 
Ann. Soc. Pol. Math. XXI (1948), p. 332—335; 4. Sur les 
corps de Boole topologiques, C. R. de Ac. des Sc. 226 
(1948), p. 1675—1676; 5. Sur la convergence des suites d ho- 
momorphies, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 (1948), p. 1792—1793: 
6. On the inducing of homomorphisms by mappings, Fund. 
Math. 36 (1949), p. 7—22; 7. A theorem on the structure 
of homomorphisms, Fund. Math. 36 (1949), p. 245—247: 
8. Closure algebras, Fund. Math. 36 (1949), p. 165—205; 
9. The integral on a Boolean algebra, CoH. Math. II, (1949), 
p. 20—26; 10. On an unsolved problem from the theory of 
Roolean algebras, Coll. Math. II, (1949), p. 27—29; 11. Inde- 
pendent fields in cartesian products, Studia Math. 11 
(1949)). 

Livres et périodiques parus. 


Annales de la Societé Polonaise de Mathématique, vol. 
XXII, Kraków 1950, Instytut Matematyczny U. J., p. 316, 
contient 16 travaux de 14 auteurs et les Comptes-Rendus 
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de la Société Polonaise de Mathématique pour la période 
1. VII 1948 — 30. IX. 1949. 


Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, vol. III, 
Sectio A, Sciences Mathématiques, Lublin 1949 (Roczniki 
Uniwersytetu Marii Curie-Sklodowskiej w Lublinie, Dzial A, 
Matematyka Tom III), p. 140, contient 3 travaux de 3 au- 
teurs. 


Bulletin International de l'Académie Polonaise des Scien- 
ces et des Lettres, Classe des Sciences Mathématiques et 
Naturelles, Série A; Sciences Mathématiques. Année 1949, 
N° 5—6 et 7—10 A, p. 90—188. Parmi 8 artic es contenus 
dans ces N°s il y a 2 notes de 2 auteurs concernant les 
mathématiques. 


Fundamenta Mathematicae, vol. 36 (Warszawa 1949, Se- 
minarium Matematyczne U. W., Al. Ujazdowskie 4) p. 320, 
contient 31 travaux de 24 auteurs. 


Matematyka, l’année 3 (1950), fascicu'es 1, 2, 3, Warszawa 
1950, Państwowe Zaklady Wydawnictw Szkolnych (en po- 
lonais). Chaque fascicule compte 64 p. et contient une par- 
tie scientifique, une partie historique, une partie didactique, 
une chronique, des analyses, une bibliographie ainsi qu'une 
collection de problèmes. 


Banach, S. Rachunek różniczkowy i całkowy (Calcul 
différentiel et intégral) vol. I., p. 293, vol. II, p. 246. Edi- 
tion II, Ksiaznica-Atlas. Warszawa—Wroclaw 1949. 


Łomnicki, A. Rachunek różniczkowy i całkowy dla 
potrzeb przyrodników i techników (Calcul différentiel et 
intégral adapté aux besoins des sciences techniques et natu- 
relles), vol. I, fascicules 1, 2 et 3, p. 648, vol. II, p. 310 et 
vol. III, p. 216. Edition II. Wydawnictwo ,,Uniwersum’’, 
Katowice 1949. 


Pogorzelski, W. Geometria analityczna (Géométrie 
analytique), p. XVI + 492. Edition II complétée. Spółdziel- 
nia Wydawniczo-Oswiatowa ,,Czytelnik”, Warszawa 1949. 
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Rudnicki, J. Geometria analityczna (Géométrie ana- 
lytique) I partie revus et comblétėe par Dr. L. Jeśmanowicz, 
p. VIII + 358. Ksiezarnia Naukowa T. Szczesny, Torun 
1949. 


Sierpinski, W. Teoria liczb (Théorie des nombres), 
p. VI + 544, Warszawa—Wroclaw 1950. Monografie Mate- 
matyczne, vol. XIX. 
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Les publications de la Société Polonaise de Mathématique 
ont paru pour la première fois en 1921 sous le titre de 
»Rozprawy Polskiego Towarzystwa Matematycznego* en un 
volume comprenant aussi bien des mémoires de langue 
polonaise que des mémoires rédigés en d’autres langues. De- 
puis 1922, l’organe de la Société porte le titre d’Annales de 
la Société Polonaise de Mathématique; les travaux de langue 
polonaise paraissent dans un Supplément (Dodatek do 
Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego), le corps 
du vo'ume étant ‘réservé aux travaux rédizés en d'autres 
langues. 


Les tomes I—XXIII contiennent 283 mémoires et notes 
des 110 auteurs suivants: 


Abramowicz K., Alexiewicz A., Auerbach H., Bielecki A. Bier- 
nacki M., Bilimowitch A., Borel E., Borsuk K., Bouligand G., Butlew- 
ski Z., Cartan E., Chwistek L., Cotton F., Delsarte J., Denjoy A., Dura- 
nona y Vedia A., Eilenberg S., Flamant P. Fréchet M., Gambier B., 
Garcia G., Ghizzetti A. Giraud G. Glass S., Godeaux L., Gołąb S, 
Górski J.. Hadamard J. Hartman S., Herzberg J., Hildebrandt T., 
Hlavatý V., Hoborski A., Janet M., Jarník V. JaSkowski S., Katétov M., 
Kawaguchi A., Kempisty S., Kobrzyński Z., Kołodziejczyk S., Korevaar J., 
Kozakiewicz W., Krzyżański M., Kumorovitz M., Kuratowski C., La- 
brousse A., Lainė E., Lebesgue H., Leitner R., Leja F., Lichtenstein L., 
Litwiniszyn J., Lojasiewicz S., Marcinkiewicz J.. Marchaud A., Mar- 
czewski E. Mazurkiewicz S., Menger K., Mikołajska Z., Mikusiński J., 
Montel P., Morse M., Mostowski A., Nagy G., Nikliborc W., Nikodym O., 
Novak J., Orlicz W., Perausówna I. Piccard S., Picone M., Popovici C., 
Rosenblatt A., Le Roux J., Rudnicki J., Ruziewicz S., Sakellariou N., 
Saks S., Severi F., Sieczka F., Sierpiński W., Sikorski R., Slebodzinski W., 
Stamm E., Stone M., Stożek W., Straszewicz S., Szarski J., Szmydtowna Z., 
Taussky O., Terasaka H., Todd J., Tonolo A., Trjitzinski W. J., 
Tsortsis A., Turowicz A., Turski S., Urbański W., Vasseur M., Vera F., 
Vitali G., Wajnsztejn D., Ważewski T., Weyssenhoff J., Whitehead J. H.C., 
Whyburn G. T., Wilkosz W., Zahorski Z., Zaremba S., Zaremba S. K., 
Zygmund A. 


Le prix de ces Annales par un tome est 5 dollars USA 
pour l'étranger. Les tomes separés et la collection des tomes 
JI—X XIII est en vente à l'adresse: 


Administration 
des Annales de la Société Polonaise de Mathématique 
Kraków (Pologne), ul. św. Jana 22. 


Zakł. Graficzne im. Marcina Kasprzaka w Poznaniu — 1000 —4061/11.49. 
Druk ukończono w grudniu 1950- 


